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Titre : Quels capteurs de vibrations pour la surveillance de santé des structures mécaniques ?
Résumés : La thèse a pour objectif de définir les principes et les approches d’une mise en œuvre
pratique des capteurs de vibrations pour l’évaluation dynamique des structures, notamment la détec-
tion d’endommagements. L’idée générale est d’étudier les combinaisons instrumentation/méthode de
détection.
Ainsi, une étude numérique de sensibilité de différentes méthodes de détection et de localisation d’en-
dommagement utilisant les paramètres modaux (essentiellement fréquences propres et déformées mo-
dales) a été réalisée en fonction du type de capteur utilisé, du nombre de capteurs, de la sévérité du
défaut et de la dispersion des paramètres modaux. Le cas d’application choisi est celui d’une poutre
en aluminium bi-encastrée. Un panorama des capacités de chacune des méthodes pour l’évaluation
dynamique des ouvrages a ainsi pu être dressé.
Dans l’ensemble, l’application des méthodes de détection d’endommagement a fourni de meilleurs
résultats à partir de jauges de longue base de mesure. Une méthode développée au sein de l’équipe
Dynamique, appliquée numériquement et expérimentalement, a également permis de localiser un dé-
faut de masse et/ou de rigidité ainsi que de quantifier ces changements.
Mots clés : dynamique des structures, détection et localisation d’endommagements, analyse modale
expérimentale, capteurs extensométriques.
Title : Which vibration sensors for health monitoring of mechanical structures ?
Summary : The aim of the thesis is to define principles and approaches of a practical implementation
of vibration sensors for dynamic monitoring of structures, specially damage detection. The general
idea is to study the combinations instrumentation /detection method.
Thus, a numerical sensitivity study of different damage detection and localization methods using mo-
dal parameters (mainly natural frequencies and mode shapes) was performed according to the type
of sensor used, to the number of sensors, to the severity of the damage, and to dispersion of modal
parameters. The case-study is conducted on an aluminium clamped-clamped beam. A panorama of
the capacity of each method for dynamic assessment of structures has been presented.
Overall, long base strain gauges provide better results for damage detection methods. A method de-
veloped in the Dynamic group applied to numerical and experimental data, is able to locate mass and
/or flexural rigidity modifications and to quantify these perturbations.
Key words : structural dynamics, damage detection and localization, experimental modal analysis,
strain sensors.
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Chapitre 1
Introduction Générale
1.1 Contexte
Un endommagement en génie civil (ou génie mécanique) se caractérise par l’apparition de déforma-
tions permanentes dans un élément de structure et la diminution de la rigidité des matériaux (Fig.
1.1). Ceci conduit à une dégradation du comportement physique de la structure pouvant conduire
à une rupture. Ces endommagements, reliés aux conditions d’exploitation de l’ouvrage, dépendent
principalement des sollicitations externes (passage de poids lourds, impact avec la structure, etc.) et
de l’environnement de l’ouvrage (présence d’agents agressifs, cycles de gel-dégel, niveau d’humidité
et de température, vent et séisme etc.)
(a) Fissuration d’une
poutre en béton armé
(b) Fissuration d’une poutre et écarte-
ment du béton
(c) Trous dans une poutre en béton
FIGURE 1.1 – Cas d’endommagements sur des poutres d’ouvrages d’art
Le suivi de l’état des ouvrages de génie civil ou le contrôle de santé des structures, plus couramment
désigné par le sigle anglais SHM (Structural Health Monitoring) est devenu au cours des dernières
années un enjeu important [1][2]. Des ponts à longue portée ont été construits dans les années cin-
quante et conçus pour avoir une durée de vie de 40 à 50 ans comme le pont d’Arvida au Canada. Les
effondrements et les détériorations de ces structures entrainent dans le monde entier des préoccupa-
tions concernant l’intégrité structurale, la durabilité et la fiabilité, c’est-à-dire l’état de santé d’une
structure. C’est pourquoi ce sujet a fait et fait encore l’objet de nombreuses recherches depuis plu-
sieurs décennies.
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Il existe beaucoup de méthodes d’évaluation de l’endommagement : les méthodes vibratoires, les
méthodes acoustiques (méthodes ultrasoniques) [3, 4], les méthodes de champ magnétique, la radio-
graphie, les méthodes de champ thermique etc. Plusieurs articles de synthèse bibliographique ont été
publiés sur le sujet [5, 35, 7, 8, 9].
Les méthodes fondées sur l’émission acoustique [10], par exemple, consistent à analyser la libéra-
tion d’énergie sous forme d’ondes élastiques au sein du matériau lorsque ce dernier s’endommage.
Chou et al. [11] ont utilisé cette technique pour discriminer des phénomènes de ruptures de fibre, de
microfissuration intralaminaire, de macrofissuration intralaminaire ainsi que du microdélaminage au
sein de composites stratifiés unidirectionnels orientés. Cette méthode a déjà fait ses preuves lorsque
le phénomène de rupture de fibres est très prépondérant présent lors de l’endommagement de la struc-
ture [12]. Dans [13], l’auteur a étudié le processus d’endommagement des roches par des mesures
d’activités acoustiques.
Dans cette thèse, nous nous limitons aux méthodes utilisant les réponses vibratoires de la structure.
Plusieurs méthodes non-destructives ont été proposées dans la littérature. L’idée de base réside dans
le fait que les paramètres modaux mesurés (fréquences propres, amortissements modaux et déformées
modales) dépendent des propriétés physiques de la structure (rigidité, masse, amortissement). De ce
fait, les modifications pouvant intervenir sur les propriétés physiques ou mécaniques entre un état sain
et un état endommagé doivent être détectables au travers des changements des paramètres modaux .
1.2 Classification des méthodes de détection d’endommagement
Doebling et al. [14], entre autres, ont fourni une recherche bibliographique importante sur les mé-
thodes de détection de défauts par méthode vibratoire et leur application sur les structures en génie
civil. En général, une distinction est faite entre comportement linéaire et non linéaire. Dans la majorité
des travaux de littérature, il est supposé un comportement linéaire du matériau. Les changements des
caractéristiques modales proviennent d’un changement dans la géométrie, des conditions aux limites
(CL) et/ou des propriétés du matériau de la structure et la réponse de la structure peut toujours être
modélisée en utilisant les équations linéaires du mouvement. Le défaut est considéré comme non li-
néaire lorsque la structure élastique linéaire se comporte de manière non linéaire après l’occurrence du
défaut. La formation d’une fissure de fatigue qui s’ouvre et se ferme selon les conditions climatiques
(Fig. 1.2) est un exemple d’endommagement non linéaire.
Les méthodes linéaires sont ensuite classées en deux catégories suivant qu’elles soient basées sur un
modèle (MBM) ou non-basées sur un modèle (MNBM). Les MNBM considèrent que la structure
répond d’une manière prédéterminée et peut donc être modélisée, par éléments finis par exemple.
Les MNBM localisent le défaut sans un modèle détaillé de la structure et se fondent, par exemple, sur
le changement des fréquences propres [6, 11], des modes propres [21] et de leur dérivées [42] ou sur
un changement des matrices de flexibilité [37] obtenues à partir des modes propres et des fréquences
propres mesurées.
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FIGURE 1.2 – Comportement non linéaire d’une poutre avec une fissure au centre
Rytter [20] a proposé de classer les méthodes de détection d’endommagement en quatre niveaux,
suivant le niveau d’information qu’elles fournissent par rapport à l’endommagement :
– Niveau 1 : Détermination de la présence d’un endommagement
– Niveau 2 : Localisation d’un endommagement
– Niveau 3 : Quantification de la sévérité d’un endommagement
– Niveau 4 : Prédiction de la durée de vie résiduelle
Les travaux issus de la bibliographie peuvent être classés pour la plupart comme relevant des niveaux
1,2 ou 3. Le dernier niveau traite fiabilité des ouvrages. Un autre type de classification des méthodes
de détection de défauts existe. C’est différencier les méthodes utilisées pour la surveillance continue
de l’état de performances des structures de celles appliquées pour la détection des endommagements
causés par des événements extrêmes (séismes).
Le type d’excitation, les conditions de mesure ainsi que le type de capteurs et leur placement sur la
structure sont des paramètres importants qui affectent la fiabilité de la détection des défauts et le SHM
de la structure.
1.3 Types de capteurs utilisés
Il existe de nombreux types de capteurs : les capteurs ponctuels « classiques »(capteurs de dépla-
cement, de vitesse, accéléromètres), les capteurs de déformation (jauges ponctuelles, extensomètres
longue base à fibre optique ou jauge), les capteurs sans contact (vélocimètre, capteur de déplacement
laser, caméra rapide) etc. Les systèmes d’acquisition modernes en dynamique des structures n’ont
réellement commencé qu’avec l’apparition des accéléromètres dans les années 50. Ces derniers sont
aujourd’hui majoritairement employés dans les mesures de vibrations.
Des techniques, dérivant de la mesure des déformations locales au moyen de jauges résistives ou
piézo-électriques, ont été proposées par D’Ambrogio et Sestieri [21]. Cependant, l’utilisation de ce
type de capteurs dans le cadre de l’analyse modale et de la modification structurale reste peu déve-
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loppée, alors que dans d’autres domaines ils sont plus largement répandus. Par exemple, l’utilisation
de jauges résistives est courante dans les problèmes liés à la fatigue, ou encore au fluage.
En 1992, dans [22, 23], les chercheurs ont constaté que l’analyse modale des déformations est plus
sensible pour identifier des modifications structurales (fissures) que celles obtenues par des accéléro-
mètres. En 1994, D.R. Perchard et A.S.J. Swamidas [24] ont également effectué des mesures d’ac-
céléromètres et de jauges de déformation sur une poutre E-L comportant une encoche. Ils ont trouvé
que les changements des fréquences propres ne correspondent pas aux prédictions EF, mais les FRF
issues des signaux de déformations mesurés par les jauges sont très sensibles aux endommagements.
Chen et al. [26] sont également parvenus aux mêmes conclusions. Des jauges de déformation ont été
encore utilisées dans [25] pour déterminer directement la courbure modale au lieu des accéléromètres
habituellement employés et une amélioration des résultats a été constatée. J. Chance et al. [27] ont
montré que le calcul de la courbure modale obtenue par différence finie centrée pour une poutre fis-
surée peut aboutir à des erreurs inacceptables. Ils ont trouvé que les accéleromètres et les capteurs
de déplacement n’ont pas pu permettre de localiser la fissure dans une poutre. Avec l’utilisation des
déformations obtenues par des jauges de 5cm de longueur, les résultats furent satisfaisants. Ils ont
donc conclu que les courbures modales peuvent localiser une fissure avec précision.
A. Budipriyanto et A.S.J. Swamidas [28] ont utilisé la moyenne quadratique (ou Root Mean Square
RMS) des réponses mesurées sur une plaque fissurée de dimension 600 mm × 600 mm. Les mesures
ont été faites avec des accéléromètres et des jauges de déformation. Cette méthode de détection a per-
mis de détecter des fissures de 10 mm de longueur avec les deux types de capteurs et puis de quantifier
leur taille.
F. Bastianini et al. [29] ont démontré que la distribution de la déformation mesurée par une fibre op-
tique sur le long d’un pont permet de localiser une fissure. Une discontinuité apparaît à la position
réelle de la fissure (Fig. 1.5).
FIGURE 1.3 – Distribution de déformations mesurées le long du tablier du pont A6358 aux Etats Unis [29]
De nos jours, les capteurs à fibre optique (CFO) sont devenus un outil incontournable du SHM [30].
G. Cumunel [31] a explicité dans sa thèse les mesures analytiques et expérimentales d’Extensomètres
Longue Base (ELB) appliquées aux poutres d’Euler Bernoulli. Il a étudié l’influence de leur placement
et leur longueur sur les mesures vibratoires. Il a mis en avant le fait que les déformées modales
obtenues à partir de la mesure des ELB ne sont pas les mêmes que celles obtenues avec des capteurs
ponctuels classiques (déplacement, vitesse et accélération). En effet, ces derniers permettent d’obtenir
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les déformées modales φk(x) tandis que les ELB mesurent l’intégrale de la courbure modale entre les
bornes du capteur
∫ b
a
φ′′k(x)dx. En ce qui concerne les caractéristiques fréquentielles, la mesure des
ELB possède les mêmes caractéristiques qu’une mesure de déplacement, à savoir qu’elle privilégie
les basses fréquences comme tout capteur extensométrique.
FIGURE 1.4 – Photos d’une poutre console instrumentée par des accéléromètres, des ELB et des jauges [31].
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FIGURE 1.5 – Vecteurs propres obtenus à partir des signaux des accéléromètres (a), des ELB (b) et des jauges (c)
[32].
Le tableau 1.1 répertorie les résultats de détection d’endommagement obtenus dans douze articles. Le
signe (+) indique que la méthode a fourni des résultats de détection et de localisation satisfaisants, le
(-) indiquant par conséquent le contraire.
Ainsi, l’information récupérée de signaux de mesure va dépendre du type, du placement et du nombre
des capteurs utilisés. Même s’il est possible de disposer d’un grand nombre de points de mesure,
il reste que le positionnement des capteurs doit être judicieux. Dans le SHM, une détection fiable
d’endommagement nécessite une installation optimale des capteurs. Le placement de ces derniers est
essentiel pour la quantification des endommagements. En termes de technologie de capteurs, d’algo-
rithmes de détection et d’optimisation déterministe du placement des capteurs, différentes recherches
ont été menées afin de suivre l’état de performance des structures. Généralement, plus le nombre de
capteurs sur la structure est élevé, plus l’information du comportement dynamique de la structure est
performante [14, 3, 4].
L’objectif principal du travail présenté dans ce mémoire de thèse consiste donc à approfondir l’étude
sur le type de capteur à utiliser en fonction des méthodes de détection d’endommagements pour la
surveillance de santé des structures.
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Article Application Capteurs Nombre/Placement Méthode Résultats
Chance et al. [27] Poutre
Accéléromètres
Non signalé / Répartis
Courbure D- L-
Capteur de Déplacement Courbure D- L-
Jauges de déformation Déformation D+ L+
Chen et al. [26] Plaque Accéléromètres Non signalé / Répartis FRF D- L-Jauges de déformation 1 / Optimal FRF/Vecteurs propres D+ L+/D+ L+
Perchard et al. [24] Plaque Cantilever Accéléromètres 6 / Répartis Déformée Modale D+ L+Jauges de déformation 1 / Optimal FRF D+ L-
Farrar et al [40] Pont Accéléromètres 11/Répartis
Courbure Modale D+ L-
Flexibilité D- L-
Energie de déformation D+ L+
Cornwell et al. [37] Plaque Accéléromètres 31 / Répartis Energie de déformation D+ L+
Alvandi et al.[35] Pont Accéléromètres 3 / Répartis
Courbure Modale D+ L-
Flexibilité D+ L-
Energie de déformation D+ L+
Poudel et al. [14] Poutre Caméra / TO D+ L-
Bastianini et al. [29] Pont Fibre optique 1 / Optimal Déformation D+ L+
Douka et al. [41] Poutre Accéléromètres 2 / Répartis TO du mode propre D+ L+
Milisen et al. [38] Machine tournante Accéléromètres Non signalé / Optimal
FRF D+ L-
TO D- L-
SVD sur la TO D+ L-
Wang et al. [39] Steel frame Accéléromètres 4 / Répartis Local Damage Factor (LDF) D+ L-
Budipriyanto et al.[28] Plaque Accéléromètres 6 / Optimal RMS D+ L-Jauges de déformation 5 / Optimal RMS D+ L-
TABLEAU 1.1 – Synthèse de la performance des méthodes de détection tirée de la littérature : « D » pour Détection
et « L » pour Localisation
1.4 Plan de la thèse
L’étude présentée dans cette thèse porte particulièrement sur l’analyse des paramètres modaux pour
la détection d’endommagements appliquées aux poutres. La comparaison de paramètres recueillis à
des états distincts de la vie de la poutre peut permettre de comparer la rigidité et la masse entre ces
deux états.
Le mémoire est composé de neuf Chapitres. Les deux premiers chapitres sont des études bibliogra-
phiques. Le deuxième Chapitre présente les principales méthodes de détection d’endommagement
utilisées dans la littérature et dans ce mémoire afin de détecter et localiser un endommagement dans
une structure en fonction de différents paramètres, ce qui est l’un des principaux objectifs de la thèse.
Dans le troisième Chapitre, le concept de placement optimal des capteurs de vibration utilisés dans le
SHM est introduit et quelques méthodes sont présentées.
Les études numériques sont ensuite regroupées dans trois Chapitres. Le quatrième Chapitre est consa-
cré à l’étude numérique d’une poutre comportant une entaille. Les simulations montrent les perfor-
mances de quelques techniques de détection en analysant la sensibilité de différents paramètres : type
de capteurs, sévérité de l’endommagement, bruit de mesure etc. L’objectif principal de ce chapitre
est de montrer avec quelle méthode et quel type de capteur les résultats de détection et de localisa-
tion d’un défaut peuvent s’améliorer. Le chapitre est clos par une étude de probabilité de détection
d’endommagements, la loi de probabilité portant sur la dispersion des paramètres utilisés par les dif-
férentes méthodes.
Le Chapitre 5 présente deux nouvelles méthodes de détection développées dans l’équipe Dynamique
du Laboratoire Navier de l’ENPC. La première est fondée sur la SVD qui est appliquée sur une ma-
trice comprenant les paramètres modaux d’une structure à différents instants. Il a été proposé d’utiliser
6
1.4 Plan de la thèse
cet outil pour détecter le changement dû à l’endommagement, qui reste permanent après l’apparition
du défaut et puis le localiser. La seconde méthode explicite une relation entre les paramètres modaux
et les propriétés physiques (masse, raideur) d’une structure et utilise les variations relatives des fré-
quences propres pour localiser un endommagement. Le concept de chacune des méthodes est détaillé,
puis la performance de ces techniques est étudiée numériquement afin d’appréhender leur capacité à
détecter et localiser des endommagements.
Dans le sixième Chapitre, nous nous sommes intéressés au modèle vibratoire d’une poutre de type
Euler-Bernoulli comportant un trou au lieu d’une entaille qui est généralement utilisée dans la littéra-
ture. Cette étude a été réalisée afin de faire le lien avec la partie expérimentale des chapitres suivants.
L’estimation de la rigidité et de la masse d’un modèle éléments finis (EF) d’une poutre est présentée
en construisant les matrices élémentaires de masse et de raideur.
Ensuite, les travaux expérimentaux sont également articulés autour de trois Chapitres. Le Chapitre 7
présente l’analyse des mesures de vibrations libres réalisées sur une poutre en aluminium encastrée-
encastrée étudiée au sein du laboratoire. La poutre a été instrumentée par différents capteurs : onze
accéléromètres, dix jauges longue base (JLB), onze jauges ponctuelles (JP), et une caméra rapide.
Pour les différents états, à l’état sain et aux états endommagés (avec un trou), elle est soumise à
des chocs impulsionnels. Les dispersions des paramètres modaux identifiés par la transformée en
ondelette (TO) pour ces essais sont déterminées, puis les méthodes de détection et de localisation
d’endommagement implémentées dans le Chapitre 4 sont appliquées au travers des essais répétables.
L’analyse par corrélation d’images est abordée dans le huitième Chapitre. Les images des essais sur la
poutre prises par la caméra rapide sont traitées par le logiciel CMV développé par Michel Bornert 1.
La description de la technique de corrélation d’images est suivie d’un bref rappel bibliographique sur
ce sujet. L’impact des paramètres modifiables dans le logiciel est ensuite abordé, puis l’identification
modale à partir du signal de déplacement issu de la corrélation d’images et l’application de quelques
méthodes de détection de défaut sont réalisées.
Le neuvième et dernier Chapitre se focalise sur la détection et la localisation du trou dans la poutre
par les deux méthodes originales développées au sein de l’équipe. Dans un premier temps, la SVD est
appliquée sur les essais de la poutre pour différents cas d’endommagement. Dans un second temps, le
chapitre présente les résultats de localisation du trou obtenus par la méthode fondée sur les variations
relatives des fréquences propres. Des conclusions significatives achèveront le chapitre.
Enfin, le manuscrit s’achève par une conclusion synthétisant les principaux résultats issus de ces
travaux et les nombreuses perspectives de recherche envisageables suite à cette étude.
1. Responsable de l’équipe Multi-échelles du Laboratoire Navier
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Chapitre 2
Méthodes de détection et de localisation des
endommagements
CE CHAPITRE est consacré à l’état de l’art des différentes méthodes vibratoiresde détection et de localisation d’endommagements utilisées dans la littérature.
Nous nous sommes plus particulièrement intéressés aux méthodes utilisant les para-
mètres modaux pour détecter des endommagements. L’idée de base réside dans le
fait que les paramètres modaux mesurés dépendent des propriétés physiques de la
structure (rigidité, masse, amortissement). Nous allons détailler le principe des mé-
thodes classiques fondées sur les déformées modales et les courbures modales, les
méthodes utilisant la matrice de flexibilité ainsi que la méthode fondée sur l’énergie
de déformation modale. Nous présentons également les méthodes utilisant les FRFs
(courbure de FRF, filtrage modal). De plus, deux nouvelles méthodes développées
dans l’équipe Dynamique seront abordées dans le présent chapitre et détaillées dans
le chapitre 5.
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2.1 Introduction
2.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous allons présenter quelques méthodes de détection d’endommagements qui ont
été utilisées dans la littérature et au cours de la thèse. Les modifications pouvant intervenir sur les
propriétés physiques ou mécaniques d’une structure doivent être détectables au travers des change-
ments des paramètres modaux entre un état sain et un état endommagé. En effet, les modes propres et
les fréquences propres sont des propriétés intrinsèques des structures linéaires avant et après endom-
magement et sont reliées au comportement dynamique de ces dernières. Elles dépendent notamment
de la masse et de la rigidité de la structure.
2.2 Méthodes de détection usuelles
Les méthodes classiques utilisent directement le changement des caractéristiques modales (fréquences
propres, amortissements modaux et déformées modales) afin de détecter et de localiser un endomma-
gement dans une structure.
2.2.1 Changement des fréquences propres
Différentes applications sont reportées dans la littérature sur les techniques de détection fondées sur
les changements des fréquences propres par les chercheurs Williams et Salawu [1], Sikorsky et Stubbs
[2], Farrar et Jauregai [3]. Cette approche repose sur l’hypothèse que les fréquences sont des indica-
teurs sensibles, les modifications des propriétés structurales causant des changements des fréquences
propres de la structure. Une analyse périodique des fréquences semble constituer a priori une méthode
de surveillance structurale. Selon Doebling et al.[4], le premier article qui a proposé l’utilisation des
paramètres modaux pour détecter les défauts a été rédigé par Lifshitz et Rotem [5]. L’équation diffé-
rentielle matricielle sans second membre d’une structure discrétisée, par EF par exemple, est donnée
par :
MY¨ (t) + CY˙ (t) +KY (t) = 0 (2.1)
où M , K et C sont respectivement les matrices de masse, de raideur et d’amortissement de la struc-
ture, Y , Y˙ , Y¨ sont respectivement les vecteurs de déplacement, de vitesse et d’accélération des nœuds
de discrétisation.
Les caractéristiques modales d’une structure sans amortissement sont obtenues par la résolution de
l’équation :
(K − λkM)φk = 0 (2.2)
où λk est le carré de la pulsation propre correspondant au mode propre φk. La solution est obtenue en
résolvant l’équation aux valeurs propres :
det([K]− λk[M ]) = 0 (2.3)
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A partir des matrices de masse et de rigidité, il est possible de déduire les fréquences propres du sys-
tème non amorti et ses modes propres. Une structure endommagée peut-être modélisée et les modes
propres et fréquences propres de la structure endommagée sont obtenus avec l’équation (2.3).
Hearn et Testa [6] ont démontré que la variation de fréquence ∆ω
2
j
∆ω2
k
de deux modes d’indices j et k est
indépendant de la sévérité de l’endommagement et n’est fonction que de la position de celui-ci.
Certains chercheurs [7, 8] ont comparé les fréquences propres des structures intactes et endommagées.
Par exemple, la fréquence naturelle normalisée (Normalized Natural Frequencies NNF) qui représente
le rapport entre les fréquences propres de la structure saine et endommagée peut être donnée par :
NNFk =
ωk
ω∗k
(2.4)
où ωk et ω∗k définissent les pulsations propres du mode d’indice k de la structure saine et endommagée
respectivement. L’astérisque (*) représente l’état endommagé et ceci sera valable dans la suite de la
thèse.
D’autres chercheurs [9, 10] ont proposé l’utilisation du changement des fréquences propres ∆fk(%) :
∆fk =
∣∣∣∣fk − f ∗kfk
∣∣∣∣
Il convient de noter que le pourcentage de la variation des fréquences naturelles peut être très faible
et inférieur à 1% pour de petites fissures ou pour des positions particulières de la fissure.
A. Behtani et A. Bouazzouni [11] ont démontré que la méthode de variation du rapport des fréquences
locales LFCR (de l’anglais Local Frequency Change Ratio (Eq.(2.5)) localise bien les endommage-
ments dans les poutres unidirectionnelles en matériau composite (Fig. 2.1).
LFCRik =
|LF ∗ik − LFik|
LFik
(2.5)
avec LFik =
φTkKiφk
φTkMiφk
et LF ∗ik =
φT∗k K
∗
i φ
∗
k
φT∗k M
∗
i φ
∗
k
les fréquences locales de l’élément i sain et endommagé
par rapport au mode k.
Par ailleurs, dans toutes les études, que ce soit sur des ponts métalliques, mixtes ou en béton (armé ou
précontraint), les fréquences décroissent avec la taille de l’endommagement. Ceci semble logique et
intuitif puisque l’endommagement tend à réduire la rigidité de la structure. La littérature rapporte de
nombreuses études sur la détection d’endommagements par l’analyse des décalages fréquentiels. En
réalité, la plupart de ces études montrent que l’analyse de ces changements semble être d’une utilité
pratique très limitée. De plus, Fox [12] a montré, en utilisant des résultats numériques et expérimen-
taux sur une poutre, que les changements des fréquences propres sont des indicateurs peu sensibles
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FIGURE 2.1 – Variation de LFCR d’une poutre en composites, en fonction de la position de l’endommagement [11]
Cas Fréquences (Hz)1ère 2ème 3ème
Ouvrage intègre 2.5 2.97 3.56
Niveau 1 2.47 2.94 3.54
Changement (%) -1.24 -1.04 -1.74
Niveau 2 2.53 3 3,53
Changement (%) 1.24 1.04 -0.87
Niveau 3 2.53 3.00 3.59
Changement (%) 1.24 1.04 0.90
Niveau 4 2.31 2.84 3.54
Changement (%) -7.52 -4.21 -1.74
TABLEAU 2.1 – Fréquences propres et variations relatives pour les différents niveaux de l’endommagement-Pont
I40 [14]
dans le cas d’une poutre entaillée à l’aide d’une scie. Srinivasan et Kot [13] concluent ceci également
de leur étude sur des plaques endommagées.
L’étude du pont I40 1 réalisée par Alvandi [14] confirme aussi que les changements des fréquences
propres ne sont pas des indicateurs sensibles à la détection des endommagements (Tab. 2.1) . Selon
[15], il est nécessaire que le changement des fréquences propres causé par un endommagement soit
supérieur à 5% pour faire confiance aux résultats de détection. Cependant, les changements significa-
tifs de fréquences seuls n’impliquent pas automatiquement l’existence d’un endommagement. Dans
certains cas, des variations de fréquences sont observées durant une journée d’essais, qui sont prin-
cipalement dues aux conditions ambiantes, et qui sont de plus de 5% pour les ponts en béton ou en
acier [16].
Dans le cas général, comme les fréquences propres retranscrivent un comportement global de la struc-
ture, il n’est pas évident que leurs changements puissent être utilisés pour localiser spatialement les
défauts. Autrement dit, les fréquences ne peuvent pas fournir d’informations fiables sur la position
des changements structurels et sont assez sensibles aux variations climatiques et aux variations des
CL.
1. Le pont I40 est situé sur l’Interstate Highway 40 dans l’Oklahoma qui lie Texas à l’Arkansas. C’est un ouvrage
constitué de deux ponts jumeaux en béton armé et dont le tablier est de 13.22 m de largeur et de 17,8 cm d’épaisseur.
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2.2.2 Changement de l’amortissement
Le changement de l’amortissement peut être un indicateur intéressant pour la détection de défaut.
Modena et al.[17] indiquent que l’utilisation de l’évolution de l’amortissement permet la détection de
fissures indétectables par l’évaluation du changement des fréquences. Plus le défaut est sévère, plus
le facteur d’amortissement est élevé.
Cependant, Salane et Baldwin [18] ont étudié l’influence de l’endommagement sur les cœfficients
d’amortissement. Leurs conclusions furent que ceux-ci ne pouvaient constituer des indicateurs fiables
parce qu’ils pouvaient augmenter, puis diminuer. L’amortissement a été défini comme un paramètre
instable sur la variabilité naturelle des paramètres modaux. Malgré tout, d’autres études tendent à
confirmer l’utilité de se servir de l’amortissement comme un indicateur de l’intégrité de la structure.
D. Zonta [19] a utilisé les modes propres, les fréquences propres et les amortissements modaux afin de
détecter une fissure dans une dalle précontrainte. La figure 2.2 montre les résultats pour le changement
de l’amortissement.
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FIGURE 2.2 – Changement d’amortissement modal : fissure sur l’élément 4 [19]
2.2.3 Changement des déformées modales
Le changement des paramètres modaux ne peut pas être identique pour chaque mode : il dépend de
la nature, de la localisation et de la sévérité de l’endommagement. D’après Duggan et al.[20], il est
nécessaire d’identifier les déformées propres associées aux fréquences propres.
2.2.3.1 Déformées propres
L’approche utilisant des modes propres a gagné récemment une attention considérable. En étudiant
les décalages fréquentiels, Biswas et al.[21] ont mis en évidence la sensibilité des déformées modales
à la présence d’un endommagement dans une structure. Salane et Baldwin [18], Mazurek et Dewolf
[22] obtinrent à la suite de leurs études des conclusions analogues. Cependant, le recours aux défor-
mées modales pour la localisation des endommagements n’est pas unanime. Alampalli et al.[23] ainsi
que Salawu et al. [33] reportent des cas où les changements fréquentiels sont plus sensibles que les
changements des déformées propres. En effet, l’inconvénient principal de la technique de détection
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fondée sur les modes propres est le nombre de points de mesure sur la structure pour avoir une forme
précise de chaque mode.
West [25] a utilisé les déformées propres pour la localisation d’endommagements sans recourir à un
modèle aux éléments finis. Une première méthode, très générale, est de comparer directement deux
séries de mesures. La présence d’endommagements dans une structure provoque des modifications
des déformées modales de la structure. Ces modifications peuvent donc être utilisées pour la détec-
tion et la localisation des endommagements. Deux critères sont couramment utilisés pour évaluer la
corrélation entre les déformées modales avant et après endommagement.
Introduit en 1982 par Allemang et Brown [26], le cœfficient MAC (Modal Assurance Criterion) est
défini comme le scalaire reliant deux vecteurs modaux :
MACk =
n∑
i=1
(
φik
Tφik
∗)2
n∑
i=1
(
φik
Tφik
)× n∑
i=1
(
φik
∗Tφik
∗) (2.6)
où φik et φ∗ik sont les valeurs des déformées modales no k au ddl i des états sain et endommagé res-
pectivement, et n le nombre de points de mesure.
Le MAC varie entre 0 et 1, prenant la valeur 1 pour deux modes identiques et 0 lorsque les deux
modes sont non corrélés. Une légère modification du mode provoquée, par un endommagement, est
a priori détectable. Un MAC faible indique la présence d’endommagement dans la structure et la
valeur du MAC décroît avec la séverité du défaut.
LeMAC peut détecter le défaut toutefois, pour le localiser, le cœfficientCOMAC (Co-Ordinate Mo-
dal Assurance Criterion) a été introduit. Il permet d’évaluer la corrélation entre les déformées modales
au degré de liberté i. Le facteur COMAC en un point i est défini par [27]. Il a pour expression :
COMACi =
N∑
k=1
(
φik
Tφik
∗)2
N∑
k=1
(
φik
Tφik
)× N∑
k=1
(
φik
∗Tφik
∗) (2.7)
où N est le nombre de modes propres étudiés.
Le changement dans les déformées modales est en général très faible et fournit rarement une indi-
cation claire sur les endommagements (Fig. 2.3). Dans ce cas, il est nécessaire d’utiliser un nombre
suffisant de capteurs pour assurer un maillage fin de la structure permettant de mieux définir les dé-
formées propres.
Yuen [29], Rizos et al. [30], Osegueda et al.[31], Kam et Lee [32], Salawu et Williams [33], Lam
et al.[34], Salawu [35], Kim et al. [36], Srinivasan et Kot [13] ont fourni différents exemples qui
examinent le changement des déformées modales. Ces études s’appuyent sur les valeurs du MAC et
du COMAC.
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(a) (b)
FIGURE 2.3 – (a) Poutre en béton armé fissurée par une flexion 4 points (b) Modes propres identifiés [28]
2.2.3.2 Méthode de flexibilité
Une autre classe de méthode d’identification de défaut combine les variations des fréquences propres
et des déformées modales, comme la matrice de flexibilité. Aktan et al.[37] ont proposé l’utilisation
de la flexibilité mesurée pour évaluer la présence d’un défaut.
Pandey [38] a présenté également le changement de flexibilité entre deux états comme un paramètre
sensible à la détection et à la localisation de défaut. Les résultats numériques et expérimentaux ont
montré que l’estimation de la présence et la localisation d’un défaut peuvent être obtenues à partir des
trois premiers modes de la structure.
Typiquement, l’endommagement est détecté en comparant la matrice de flexibilité obtenue par les
modes de la structure saine et celle de la structure endommagée.
La matrice de flexibilité est l’inverse de la matrice de rigidité. L’expression de la matrice de flexibilité
est donnée par l’équation (2.8) :
F =
N∑
k=1
1
ω2k
φkφ
T
k (2.8)
où φk est le kème mode propre de dimension n × N , n étant le nombre de degré de liberté et N le
nombre de modes propres étudiés.
Ω = diag(ω21, ω
2
2, ..., ω
2
k, ..., ω
2
N ) est la matrice diagonale des rigidités modales et ωk est la kème pulsa-
tion propre. Toutefois, les modes doivent être normalisés par rapport à la masse, ce qui implique que
la matrice de masse doit être déterminée.
En considérant l’expression (2.8), nous constatons qu’avec l’augmentation de la pulsation, la contri-
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bution modale de la matrice de flexibilité diminue, c’est-à-dire qu’en augmentant le nombre de fré-
quences, la matrice de flexibilité converge rapidement. Une bonne estimation de la matrice de flexi-
bilité peut être obtenue seulement avec les premiers modes [38]. L’identification d’endommagement
en utilisant la matrice de flexibilité est plus sensible avec le changement des modes basses fréquences
[39].
La différence de la matrice de flexibilité entre l’état sain et l’état endommagé est donnée par :
∆F = |F − F ∗| (2.9)
Le maximum de chaque colonne de la matrice ∆F est déterminé et la valeur maximale des maxima
permet d’identifier l’emplacement du défaut. Mayes [40] a utilisé le changement de flexibilité ∆F à
partir des fréquences expérimentales pour localiser l’endommagement au niveau du pont I40.
FIGURE 2.4 – Changement de flexibilité : éléments 29 ; 31 et 33 endommagés [41]
Alvandi et Crémona [47] ont utilisé le changement de flexibilité pour détecter et identifier des défauts
dans une poutre simplement supportée. Ils l’ont également appliquée sur diverses données expéri-
mentales comme celles des ponts I40 et Z24 2. Ils ont trouvé que la technique n’est pas performante
lorsqu’il y a plusieurs endommagements ou lorsqu’ils sont proches des extrémités.
2.3 Méthodes des Indicateurs évolués
Plutôt que d’utiliser les déformées modales directement pour obtenir des informations sur le défaut,
une autre façon est d’étudier leurs dérivées secondes, ou courbures modales. L’article de Pandey et al.
[42] montre que les courbures modales sont excessivement sensibles aux endommagements et sont
capables de les localiser. Pour un modèle analytique d’une poutre console et d’une poutre simplement
supportée, ils ont étudié l’applicabilité de la méthode. Les courbures modales sont toutefois plus
sensibles à la qualité des mesures et à la précision du calcul (et donc au nombre de capteurs utilisés).
2. Pont en Suisse de 63.3 m en béton précontraint de l’autoroute A1 Berne-Zurich liant Koppigen et Utzenstorf.
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2.3.1 Changement de courbure modale
La courbure est directement reliée à la rigidité de flexion et s’écrit :
ν ′′(x) =
M(x)
EI
(2.10)
où E est le module d’Young et I le moment quadratique de la section. La diminution de la rigidité
en flexion EI mène à l’augmentation de la courbure ν ′′ dans la section. Comme les changements de
courbure sont locaux et qu’ils dépendent du taux de réduction de la rigidité E(x)I(x), le changement
de courbure peut être utilisé pour la détection et la localisation des endommagements [43].
En définissant un défaut par une réduction de rigidité locale, une augmentation locale de la courbure
dans la section est induite. En général [42, 44], pour calculer la courbure modale, la différence finie
centrale est appliquée :
φ′′k(xi) =
φk(xi+1)− 2φk(xi) + φk(xi−1)
h2
(2.11)
où h est le pas, supposé constant, entre deux points de mesure et φk(xi) la déformée modale du kème
mode au point d’abscisse xi.
Pandey et al.[42] ont mis en évidence que la différence absolue entre la courbure modale de la struc-
ture saine et de la structure endommagée peut être un bon indicateur d’endommagement car il permet
de le localiser. Wahab et De Roeck [44] ont utilisé la méthode de la courbure modale pour détecter les
défauts dans des poutres et pour le pont Z24 (Fig. 2.5). Ils ont constaté que la courbure des premiers
modes est plus précise que celle des modes élevés.
(a) (b)
FIGURE 2.5 – Différence de courbure modale : (a) Mode 1, (b) Mode 3 (pont Z24 -côté Berne) [44]
La courbure modale a aussi été appliquée par Parloo et al [46] pour la détection de différents endom-
magements du pont I40 à New Mexico. Ils ont démontré que cette technique ne peut pas détecter les
défauts de petites tailles du fait des dispersions des déformées et des conditions ambiantes.
Dans le cas où plusieurs déformées modales sont utilisées, les valeurs absolues du changement de
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courbure de chaque mode peuvent être additionnées pour fournir un paramètre unique :
∆CM(i) =
1
N
N∑
k=1
|φ′′ik − φ′′∗ik | (2.12)
Cette différence doit être maximale dans la région de l’endommagement puisque c’est là où la réduc-
tion de la rigidité en flexion est la plus importante. Des pics apparaissent donc au niveau des zones
endommagées.
2.3.1.1 Utilisation de capteurs ponctuels « classiques »
Les capteurs ponctuels (accéléromètres, capteurs de vitesse et de déplacement) permettent de remon-
ter aux déformées modales φk(xi) de la poutre [43]. Ainsi, pour remonter aux courbures modales à
partir des déformées modales déterminées avec des capteurs ponctuels, il faut effectuer une double
dérivation spatiale (Eq. (2.11)).
L’erreur introduite par cette approximation de la courbure modale dépend du carré du pas de me-
sure. Expérimentalement, la déformée modale est généralement déterminée pour un nombre réduit
de points de mesure. Or si le pas h est trop important, c’est-à-dire si le nombre de capteurs est in-
suffisant, le calcul de la différence finie centrée introduit une erreur importante sur la valeur de la
courbure modale obtenue. A cela, il faut également ajouter les erreurs obtenues sur la détermination
expérimentale de la déformée modale qui seront amplifiées par le calcul de l’approximation de la
courbure. L’utilisation de cette approximation est donc limitée. Une technique consiste alors à lisser
les valeurs de la déformée modale par des polynômes afin de filtrer les erreurs de dispersion [43].
La justification du choix des paramètres du polynôme de lissage, ordre du polynôme et nombre de
points, n’est généralement pas donnée. Par exemple, pour un lissage à l’aide d’un polynôme optimal
de degré 2 construit avec 5 points de mesure, il faut appliquer l’expression [26] :
φk(xi) =
−3φk(xi−2) + 12φk(xi−1) + 17φk(xi) + 12φk(xi+1) + 12φk(xi+2)
35h2
(2.13)
Les expressions mettent en évidence que les valeurs de courbure modale ne seront pas correctement
déterminées aux bords. En effet, suivant le nombre de points choisis pour le lissage polynômial, des
points aux bords sont perdus. Dans notre exemple, avec un polynôme construit sur 5 points, 2 points
sont perdus au niveau de chaque extrémité soit 4 points au total. L’application de la différence finie
centrée fait perdre deux points supplémentaires. Au final, six points de mesures sont perdus pour
la détermination de la courbure modale. On voit donc que la procédure d’obtention des courbures
modales ne permettra pas de détecter des défauts aux bords de la structure étudiée.
Le nombre de capteurs optimal est déterminé en minimisant les erreurs de mesure et de troncature
pour le calcul de la courbure modale (se référer au chapitre 3).
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2.3.1.2 Utilisation d’extensomètres longue base
Des Extensomètres Longue Base (ELB) (jauges longue base (JLB) ou CFO longue base), peuvent
également être utilisés pour la détection d’endommagements à partir de la méthode des courbures
modales. Les résultats semblent montrer que les ELB sont plus sensibles aux défauts que les accélé-
romètres. Il a été démontré dans [43] qu’un ELB permet d’obtenir comme mesure l’intégrale de la
courbure et de remonter directement, à un facteur multiplicatif près égal à l’inverse de la longueur du
capteur 1
b− a , à la courbure moyenne modale définie par :
Ψmoyk =
1
b− a
∫ b
a
φ′′k(x)dx (2.14)
Les vecteurs propres issus des ELB sont ainsi les intégrales de courbure :
Ψk =
∫ b
a
φ′′k(x)dx (2.15)
Ensuite, de manière analogue aux capteurs ponctuels (Eq.(2.12)), il est possible de définir un indica-
teur d’endommagement pour les ELB :
∆ELB(i) =
N∑
k=1
|Ψik −Ψ∗ik| (2.16)
G. Cumunel a utilisé dans sa thèse [43], des accéléromètres, des JLB et des ELB sur une poutre
console. Il a démontré également que l’utilisation des ELB (ou tout autre type de capteur extenso-
métrique) sera plus appropriée à la détection de défauts par la méthode de la courbure modale que
celle d’accéléromètres (ou tout autre type de capteur ponctuel menant aux déformées modales), tandis
que ces derniers seront plus adaptés pour obtenir les déformées modales d’une structure. La réponse
impulsionnelle d’une poutre instrumentée par différents types de capteurs est décrite dans l’annexe
A.
2.3.2 Changement de courbure de flexibilité
En combinant certains aspects des méthodes de courbure modale et de flexibilité, Zhang et Aktan
[37] ont proposé une autre méthode de détection d’endommagement. De la même manière que pour
la méthode de la courbure modale, l’idée générale est que la perte de rigidité localisée cause une
augmentation de courbure au même point. Le changement de la courbure entre l’état sain et l’état
endommdagé s’obtient alors par le calcul de la dérivée seconde de la flexibilité.
Comme pour la courbure modale, la courbure de flexibilité est donnée par :
f ′′i =
fi−1,i−1 − 2fi,i + fi+1,i+1
h2
(2.17)
où h est le pas, supposé constant, entre deux points de mesure et fi,i est le ième élément de la diagonale
de la matrice de flexibilité.
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(a) (b)
FIGURE 2.6 – (a) Différence de flexibilité (défauts sur les éléments 31 et 46), (b) Différence de courbure de flexibilité
(défauts sur les éléments 27 et 35) [41].
Alvandi et Crémona [47] ont également utilisé la méthode de courbure de flexibilité en étudiant nu-
mériquement la détection d’un ou de plusieurs endommagements dans des poutres en fonction de
différents niveaux de bruit. Ils l’ont aussi appliquée au pont I40 (Etats-Unis). Ils ont conclu que si la
détection d’un seul endommagement à partir de la courbure de flexibilité est possible, il est cependant
difficile de détecter des défauts multiples.
Le changement de courbure de flexibilité entre l’état sain et l’état endommagé est donné par l’expres-
sion :
∆CF =
1
N
N∑
k=1
∣∣∣Φ′′∗TΩ∗Φ′′∗ − Φ′′TΩΦ′′∣∣∣ (2.18)
où Ω et Ω∗ représentent les matrices diagonales des fréquences propres de l’état sain et endommagé
respectivement, Φ et Φ∗ sont les modes propres correspondants. Ainsi, une augmentation de la cour-
bure de flexibilité indique une perte de rigidité et donc la présence d’un endommagement.
Pour leur part, Lu et al. [41] ont étudié l’efficacité du changement de la matrice de flexibilité et de
la courbure de flexibilité pour détecter et localiser des défauts multiples sur un modèle EF d’une
poutre en béton armé. Ils ont démontré que les variations de courbure de flexibilité sont très sensibles
aux endommagments et peuvent localiser avec précision une réduction de rigidité de 5% seulement.
Cependant, les changements de flexibilité sont incapables de localiser des endommagements proches
(Fig. 2.6).
2.3.3 Méthode fondée sur l’énergie de déformation modale (MSE)
De nombreux chercheurs ont développé différentes techniques de détection d’endommagements ba-
sées sur les paramètres modaux. Parallèlement à ces méthodes, il existe des approches énergétiques
dont l’objectif est de déceler les éléments de structure qui possèdent une raideur plus faible et donc
une énergie de déformation modale (MSE provenant de l’anglais, Modal Strain Energy) plus impor-
tante que celle des autres éléments. Ce paramètre de détection a été développé par Stubbs et al. [48].
La différence entre les structures saine et endommagée est obtenue en considérant l’indice ∆φk qui
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est donné par :
∆φk =
(
ωk
ω∗k
)2
φ∗k − φk (2.19)
où ωk et ω∗k sont les pulsations du kème mode propre des états sain et endommagé respectivement.
Pour illustrer cette méthode, considérons une poutre de type Euler-Bernoulli, élastique linéaire, divi-
sée en n éléments. Pour un mode propre φk(x) considéré, les expressions des énergies de déformation
de la poutre et de l’élément no i s’écrivent respectivement :
Uk =
∫ L
0
EI(x)
(
∂2φk(x)
∂x2
)2
(2.20)
Uik =
∫ Li+1
Li
EI(xi)
(
∂2φk(xi)
∂x2
)2
(2.21)
où EI(x) et EI(xi) sont respectivement les rigidités en flexion de la poutre et de l’élément no i, Li et
Li+1 étant les abscisses des nœuds définissant l’élément i avec Li ≤ xi ≤ Li+1.
Kim et Stubbs [49] ont défini un indicateur qui, lorsqu’il reste négatif, indique l’absence de dom-
mages et, lorsqu’il est positif, indique la présence d’endommagements. Cette méthode est développée
pour de faibles endommagements car elle repose sur une linéarisation des énergies de déformation
après l’endommagement [14].
L’indicateur Zi est défini par la relation :
Zi =
βi − β¯
σ
(2.22)
où β¯ et σ sont respectivement la valeur moyenne et l’écart-type de βi (Eq. (2.23)) pour N modes de
vibration.
βi =
N∑
k=1
[∫ Li+1
Li
(
∂2φk(xi)
∂x2
)2
dx
]∗
[∫ L
0
(
∂2φk(x)
∂x2
)2
dx
]∗ × N∑
k=1
[∫ L
0
(
∂2φk(x)
∂x2
)2
dx
]
[∫ Li+1
Li
(
∂2φk(xi)
∂x2
)2
dx
] (2.23)
βik est l’indicateur d’endommagement de l’élément i pour le mode k et est défini par l’équation
(2.24) :
βik =
[∫ Li+1
Li
(
∂2φk(xi)
∂x2
)2
dx
]∗
[∫ L
0
(
∂2φk(x)
∂x2
)2
dx
]∗ ×
[∫ L
0
(
∂2φk(x)
∂x2
)2
dx
]
[∫ Li+1
Li
(
∂2φk(xi)
∂x2
)2
dx
] (2.24)
Les maxima sont atteints au point où l’endommagement est situé. Des études expérimentales réalisées
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par Alvandi et Crémona [50] sur les ponts Z24 et PK075+317 3, ont confirmé la capacité de cette mé-
thode énergétique. Ils ont trouvé que la technique était stable avec des mesures bruitées et qu’elle était
plus efficace que les méthodes précédentes. Cependant, ils ont conclu qu’elle présentait des difficultés
à détecter et à localiser les endommagements lorsqu’ils sont simultanés et complexes, ou proches des
appuis.
Par ailleurs, cette méthode présente certaines limites [51]. Par exemple les nœuds des modes peuvent
créer de faux endommagements détectés ou, parfois, ne pas détecter des zones endommagées. Lorsque
le défaut est proche des appuis, la localisation des défauts n’est plus précise. Certains problèmes
peuvent être améliorés en utilisant la somme des indicateurs provenant de chacun des modes propres
(Eq.(2.23)), mais les résultats de cette méthode dépendent beaucoup du nombre de modes utilisés [52].
Petro et al. [53] ont testé la méthode sur des poutres en aluminium avant son application sur des
ponts. Cette méthode a été également étudiée par Parloo et al. [46] pour l’identification des endom-
magements de l’autoroute I-40 de New Mexico. Il a été constaté que la méthode ne procure pas une
détection robuste dans le cas de faibles endommagements.
Cornwell et al.[54] ont utilisé cette technique sur une plaque en aluminium comportant deux entailles
de dimensions différentes. Les réponses sont obtenues par des accéléromètres. La méthode a pu iden-
tifier les endommagements en différentes positions (Fig. (2.7)) mais des difficultés apparaissent pour
localiser des défauts de différents degrés de séverité.
(a) (b)
FIGURE 2.7 – Indicateur fondé sur l’énergie de déformation modale [54]
L’énergie de déformation modale d’un élément i pour un mode k avant et après l’apparition de l’en-
dommagement est calculée à partir de la matrice de rigidité et des modes propres par les expressions :
MSEik = φ
T
kKiφk (2.25)
et
3. Un pont-rail à poutrelles enrobées, situé au PK 075+317 de la ligne à grande vitesse Paris Sud-Est [14]
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MSE∗ik = φ
∗T
k Kiφ
∗
k (2.26)
Par conséquent, le rapport de changement d’énergie de déformation MSECRik (Eq.(2.27)) entre les
états sain et endommagé est un indicateur de localisation de défaut et est défini par [55] :
MSECRik =
|MSE∗ik −MSEik|
MSEik
(2.27)
Si N modes sont considérés, la somme des MSECR de l’élément i provenant de tous les modes peut
être calculée puis normalisée avec la valeur maximale MSECRimax.
MSECRi =
N∑
k=1
MSECRik
MSECRimax
(2.28)
Les résultats obtenus ont montré que cette méthode est sensible à la détection et la localisation du
défaut dans une structure métallique [55].
Par ailleurs, Shi et Zhang [55] ont calculé le rapport de changement de MSE entre la structure à l’état
sain et endommagé. Cette méthode s’appuie sur le changement de MSE (Eq. (2.25)) dans chaque
élément de la structure avant et après l’endommagement. La valeur élevée MSECRk, pour le mode
no k, se situe au niveau de l’élément endommagé et les valeurs faibles se trouvent aux éléments éloi-
gnés de l’endommagement.
Les méthodes de flexibilité, de courbure modale et de courbure de flexibilité sont des méthodes quan-
titatives. Ces méthodes permettent de quantifier la séverité du défaut, ainsi une augmentation des
modifications structurales se traduit par une augmentation de leur valeur. La méthode de l’indica-
teur d’endommagement ne détermine pas l’importance de l’endommagement, elle fournit plutôt une
probabilité d’apparition d’un défaut. C’est ainsi que la question de la distinction entre « élément en-
dommagé » et « non endommagé » se pose en regard de la valeur de l’indice d’endommagement
obtenu [14].
2.4 Méthodes dans le domaine des fréquences : courbure de FRF
La limitation des méthodes basées sur les changements des fréquences propres, des modes propres,
des courbures modales et de l’énergie de déformation modale réside dans le fait qu’il est nécessaire
d’extraire les caractéristiques modales des mesures avec une bonne précision.
Cependant, des méthodes classiques d’analyse modale expérimentale exploitent les Fonctions de Ré-
ponse en Fréquence (FRF) qui nécessitent la connaissance de l’excitation. Cette technique est basée
sur le changement de la FRF entre deux états de la structure.
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2.4.1 Description théorique de la FRF
L’équation du mouvement d’une structure discrétisée (par EF par exemple) est souvent exprimée par :
MY¨ (t) + CY˙ (t) +KY (t) = F (t) (2.29)
où M , K et C sont respectivement les matrices de masse, de raideur et d’amortissement de la struc-
ture, et Y , Y˙ , Y¨ sont respectivement les vecteurs de déplacement, de vitesse et d’accélération.
Dans le cas d’une excitation harmonique, la force est exprimée par :
F (t) = F j0 e
iωtδjm (2.30)
où ω est la pulsation propre, F0 l’amplitude de la force, j l’indice du ddl où la force est appliquée, et
δjm est la distribution de Dirac (=1 pour m=j, 0 sinon). La réponse peut être considérée comme étant
y(t) = Xeiωt (2.31)
L’équation précédente peut être ainsi reformulée :
(−ω2M + iωC +K)X = F (2.32)
Par conséquent, la relation entre la réponse X(ω) et l’excitation F (ω) à chaque fréquence ω est
donnée par :
X(ω) = F (ω).H(ω) (2.33)
où H(ω) définit la matrice de transfert du système, ou FRF, et est égale à :
H(ω) = (−ω2M + iωC +K)−1 (2.34)
La relation entre la réponse au ième ddl et l’excitation appliquée au jème ddl définit la fonction de
réponse en fréquence individuelle, Hij(ω), qui est donnée par :
Hij(ω) =
Xi(ω)
Fj(ω)
(2.35)
2.4.2 Extension du MAC pour la Fonction de Réponse en Fréquence
Comme décrit précédemment, la rigidité et l’amortissement d’une structure sont influencés par la
présence d’un défaut. La fonction de transfert de la structure endommagée peut donc être utilisée
comme un indicateur d’endommagement.
Une extension du critère de corrélation MAC pour la FRF a été proposée par Heylen et Lammens
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[57], le critère FRAC (Frequency Response Assurance Criterion) est donné par :
FRACij(ω) =
|Hij(ω)−H∗ij(ω)|2
Hij(ω).H∗ij(ω).H ij(ω).H
∗
ij(ω)
(2.36)
où Hij et H ij indiquent la FRF (fonction complexe) et son conjugué respectivement.
Dans ce cas, l’excitation est appliquée au ddl no j et la fonction de réponse est évaluée au ddl no i. La
valeur de FRACij varie entre zéro et un. Si la valeur de FRACij est égale à 1, la structure n’est pas
endommagée. Plus l’endommagement est sévère, plus la valeur de FRACij est faible.
2.4.3 Détection de défaut par la courbure de FRF
Cette technique de détection d’endommagement est une extension de l’approche de Pandey et al.[42]
sur la courbure des déformées modales appliquée sur la FRF pour une bande de fréquence donnée.
La courbure de la réponse en fréquence peut être estimée en utilisant l’approximation de la différence
finie centrée :
H ′′jω(i) =
H ′′jω(i+ 1)− 2H ′′jω(i) +H ′′jω(i− 1)
h2
(2.37)
où Hij est la fonction de réponse en fréquence mesurée au ddl no i pour une excitation appliquée au
ddl no j pour une fréquence donnée ω et h est le pas, supposé constant, entre deux points de mesure.
La différence absolue entre la courbure de réponse en fréquence de la structure saine et de la structure
endommagée pour une bande de fréquence donnée ω = [ωinitial, ωfinal] est exprimée alors par :
∆Hjω(i)
′′ =
ωfinal∑
ω=ωinitial
|Hjω(i)′′∗ −Hjω(i)′′| (2.38)
Sampaio, Maia et Silvia [58] ont développé et appliqué cette méthode sur le pont I40. Les résultats
ont montré son efficacité pour la détection et la localisation des endommagements. L’avantage de la
méthode est qu’elle ne nécessite pas d’analyse modale afin d’identifier les fréquences ou les modes
propres, ce qui est le cas de beaucoup d’autres méthodes de détection.
L’application de cette méthode sur des données numériques a fourni de bons résultats [58]. Cepen-
dant, avec des données expérimentales, les résultats sont moins satisfaisants (Fig. 2.8 et Fig. 2.9).
Les auteurs ont conclu que la méthode n’est pas fiable pour certains petits défauts (par exemple les
fissures) .
Palacz et al.[59] ont utilisé la courbure de réponse en fréquence pour la détection des endommage-
ments dans des poutres consoles. Ils ont démontré que plus le nombre de capteurs est élevé plus la
localisation du défaut est précise. De plus, ils ont indiqué que les erreurs introduites dans la courbure
de réponse en fréquence n’affecte pas la détection et la localisation des défauts.
Une autre technique a été proposée [60] utilisant l’énergie de la courbure de FRF de la structure pour
une bande de fréquence donnée. Pour une poutre par exemple, l’énergie de la courbure de la réponse
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(a) (b)
FIGURE 2.8 – Courbure de FRF numérique d’un système à ressorts : défaut entre les éléments no 4 et no 5. Les
courbes représentent différents cas d’endommagements [58]
(a) (b)
FIGURE 2.9 – Courbure de FRF expérimentale du pont I40 : défaut au niveau du point no 7. Les courbes repré-
sentent différents cas d’endommagements [58]
en fréquence pour un élément i est estimée par :
ηjω(i) =
∫ Li+1
Li
[
H ′′jω(xi)
]2
dx (2.39)
où Li et Li+1 sont les abscisses des nœuds définissant l’élément no i et H ′′j (xi, ω) la courbure de FRF
en un point xi pour une fréquence ω et une excitation au point xj .
La différence absolue entre l’énergie de la courbure de FRF pour un état endommagé et un état sain
au point xi pour une excitation au point xj , dans un intervalle de fréquence prédéterminée, est ensuite
définie par :
∆ηj(i) =
ωfinal∑
ω=ωinitial
∣∣η∗jω(i)− ηjω(i)∣∣ (2.40)
où ηij(ω) et η∗ij(ω) représentent l’énergie de la courbure de FRF de la poutre saine et endommagée
respectivement.
La valeur ∆ηij sera élevée dans la zone endommagée.
Dans [60], la méthode est appliquée sur un modèle EF de plaque avec un endommagement modélisé
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par une réduction d’épaisseur. Ils ont étudié l’influence de différents paramètres et les résultats de
détection, localisation et quantification ont été satisfisants (Fig. 2.10).
FIGURE 2.10 – Différence de l’énergie de courbure de FRF pour un modèle de plaque EF pour une réduction de
section : 83.33% ( à gauche) et 66.66% (à droite) [60]
2.5 Méthode du filtrage modal
Une nouvelle approche pour la détection de défauts a été proposée par Deraemaeker et al. [61]. Cette
technique s’appuie sur l’utilisation d’un nombre élevé de capteurs n (Fig. 2.11) qui seront combinés
linéairement par (Eq. (2.41)).
FIGURE 2.11 – Représentation du filtrage spatial avec n capteurs combinés linéairement [61]
y =
n∑
i=1
αiyi (2.41)
Les filtres modaux sont construits soit par les FRFs ou les transformées de Fourier (TF) de la structure
saine, soit par les paramètres modaux identifiés.
Cette combinaison permet d’effectuer un filtrage modal qui isole un mode k déterminé par la sélection
des cœfficients αi (Eq. (2.41)) et, par suite, toutes les contributions des autres modes disparaissent du
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signal.
Les cœfficients sont solutions de l’équation (2.42) :
C.Tαk = ek (2.42)
où α est la matrice des cœfficients du filtrage modal et ek = [0 0 ... 1 ... 0]T le vecteur nul
à l’exception de l’élément k qui correspond à la fréquence propre filtrée. C est la matrice rectangu-
laire de sortie. La matrice pseudo-inverse de C,
(
CT
)+
, qui est calculée par la technique de SVD
(décomposition en valeurs singulières) [62].
CT = USV T (2.43)
avec S = diag(σi) (
CT
)+
=
r∑
i=1
1
σi
uiv
T
i (2.44)
D’où α qui est donné par l’équation :
{αk} = {αk,1...αk,n}T =
(
r∑
i=1
1
σi
uiv
T
i
)
ek (2.45)
α est gouverné par deux paramètres qui sont le nombre de modes N considérés dans la matrice C
(N limité par le nombre de capteurs) et le nombre de valeurs singulières r non nulles (r ≤ N) pour
résoudre l’équation (2.45).
Dans [61], les auteurs ont appliqué la méthode pour différencier un endommagement local de la
structure des variations dues aux changements environnementaux. Les études numériques sur une
poutre simplement appuyée ont montré une caractéristique intéressante du filtrage modal : l’apparition
de pics dans le cas de changement de rigidité de la structure qui n’apparaissent pas dans le cas d’un
changement environnemental (température) (Fig. 2.12).
2.6 Autres méthodes
Méthodes dans le domaine temps-fréquences
L’avantage de ces méthodes est qu’elles s’appliquent directement à partir des réponses vibratoires en
temps indépendemment du domaine modal. Les deux techniques les plus utilisées sont les transfor-
mées de Hilbert-Huang (HHT) et en ondelettes (TO). En observant la relation « temps-fréquence »,
l’endommagement peut être détecté, même lorsque le niveau de bruit de la mesure est important. Ce-
pendant, la localisation du défaut n’est pas abordée. Yan et al. [63] ont proposé une nouvelle technique
d’identification de défauts en utilisant la TO. L’idée est d’appliquer cette dernière sur la réponse libre,
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FIGURE 2.12 – FRFs obtenues en isolant les 6 premiers modes, avec un endommagement local de 10% de perte de
rigidité [61]
sans amortissement, d’une structure :
MY¨ (t) +KY (t) = 0 (2.46)
Les auteurs ont appliqué cette méthode sur des données numériques de réponses libres ou sous sol-
licitation ambiante. Les résultats montrent que la méthode permet de détecter et localiser même des
défauts multiples. La précision des résultats dépend de la technique qui servira à ajuster le modèle EF
au modèle expérimental.
La technique a été appliquée, numériquement, par Quek et al. [64] sur une poutre fissurée. Ils ont
appliqué la transformée en ondelettes sur les signaux numériques afin d’obtenir les cœfficients d’on-
delette. L’efficacité de la méthode a été étudiée en fonction de différents paramètres : longueur, largeur
et orientation de la fissure. Ils ont conclu que cette méthode temps-fréquence fondée sur la TO est ca-
pable de détecter de petites fissures dans des poutres avec différentes CL (Fig. 2.13).
Méthodes fondées sur le recalage de modèle
Pour ce type de méthodes, un modèle est employé pour simuler la dynamique d’une structure saine
et observer les écarts par rapport à la dynamique mesurée. Ces variations sont directement liées aux
changements des paramètres du modèle. Le recalage de modèle peut être effectué par des méthodes
directes ou par des méthodes de sensibilité. Les méthodes directes donnent des résultats exacts, en
recalant les matrices de rigidité et de masse en une seule étape, de manière à ce que la sortie du
modèle corresponde aux données expérimentales [65]. Par contre, le modèle recalé ne peut fournir
aucune signification physique [66]. C’est la raison principale pour laquelle ces méthodes ne sont pas
employées pour la détection d’endommagement. Les méthodes de sensibilité permettent de lever cette
limitation des méthodes directes, mais elles exigent une solution itérative [67].
Le développement d’un mécanisme de recalage basé sur la sensibilité se compose des étapes sui-
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FIGURE 2.13 – Analyse par transformée en ondelettes d’une poutre fissurée [64]
vantes :
– choix du résidu et de la fonction objectif,
– développement du modèle de base,
– choix des paramètres de recalage,
– choix de l’algorithme d’optimisation.
Les résidus sont définis par les différences entre les quantités dynamiques du modèle numérique ou
analytique de la structure et celles identifiées expérimentalement [68]. Le choix du résidu joue un rôle
important dans tous les problèmes de recalage de modèle EF parce qu’il influence le comportement
de l’algorithme d’optimisation utilisé. La majorité des algorithmes de recalage de modèle utilisés
pour identifier les endommagements utilise des résidus basés sur les fréquences propres et déformées
modales. L’estimation des fréquences propres d’une structure est plus rapide et plus économique (en
terme de coût de calcul) que l’identification des déformées modales, ce qui implique son utilisation
fréquente pour la construction d’un résidu. Ces méthodes, largement utilisées pour recaler les modèles
EF en mécanique des structures, ont été détournées de leurs objectifs principaux pour être appliquées
en détection d’endommagement. Le but est alors de détecter des écarts sur des paramètres et ces écarts
font office d’indicateurs de défauts ou d’endommagements.
Le choix et le nombre de paramètres à mettre à jour sont également des facteurs importants à consi-
dérer. Casas et Aparicio [69] ont étudié l’identification d’une fissure dans une poutre en béton armé
en utilisant une technique de recalage de modèle. Ils ont conclu que la seule variation des fréquences
propres ne permet pas de distinguer les changements de la flexion, du module de déformation ou de
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la fissuration.
Méthode fondée sur le Vecteur Résidu en Force
En employant les modes propres mesurés, les fréquences propres et le modèle d’une structure saine,
il est possible de calculer le Vecteur Résidu en Force (RFV pour Residual Force Vector) qui peut être
utilisé pour la détection, la localisation et l’estimation des endommagements [70].
Les variations de masse ∆M et de raideur ∆K sont définies comme suit :
∆M = M∗ −M (2.47)
et
∆K = K∗ −K (2.48)
Les fréquences propres et modes propres satisfont à l’équation aux valeurs propres suivante :
(K∗ − ω2∗k M∗)φ∗k = 0 (2.49)
En substituant les équations (2.47) et (2.48) dans l’équation (2.49), nous obtenons la définition du
RFV :
RFVk = (K − ω2∗k M)φ∗k = 0 (2.50)
Chaque ligne du RFV représente un seul degré de liberté du modèle numérique de la structure. Un
endommagement est matérialisé par un changement dans un élément et, par conséquent, une modi-
fication du degré de liberté associé. Cette modification va alors occasionner une augmentation signi-
ficative pour l’indice du RFV en question par rapport aux autres supposées « saines ». Cette relation
fournit donc une méthode pour localiser l’endommagement.
2.7 Méthodes développées dans l’équipe
2.7.1 Méthode statistique fondée sur la SVD
Une nouvelle méthode de détection a été développée dans la thèse de T.T.H. Le [71], fondée sur la
décomposition en valeurs singulières (SVD). L’idée de cette technique de détection est d’appliquer
la SVD sur une matrice A représentant une collection de paramètres modaux (fréquences propre
ou modes propres) acquises à différents instants de la vie d’une structure. Les vecteurs singuliers à
gauche et à droite ainsi que les valeurs singulières obtenues (Eq. (2.51)) permettront la détection et la
localisation des endommagements.
A = UΣV T (2.51)
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Si f (j)k est la kème frèquence propre de l’essai j, pour N modes mesurés et m essais réalisés, la matrice
des fréquences propres notée par Af est définie comme suit
Af = [f
(1) f (2) f (m)]
avec
f (j) = {f (j)1 f (j)2 f (j)N }
Et, si φ(j)k est le kème mode propre de l’essai j, la matrice des déformées modales notée par Aφ est
définie comme suit
Aφ = [φ
(1) φ(2) φ(m)]
avec
φ(j) = {φ(j)1 φ(j)2 φ(j)N }
Cette méthode sera détaillée dans le chapitre 5.
2.7.2 Méthode fondée sur la variation relative des fréquences
Cette méthode a également été développée dans la thèse de T.T.H. Le [71]. Cette technique est fondée
sur la variation relative des fréquences propres ∆fn
fn
entre deux états : de référence ou sain et modifié
ou endommagé. Elle consiste à localiser l’endommagement en minimisant une fonction F qui utilise
les déformées modales analytiques et leurs deux premières dérivées, les fréquences propres numé-
riques et celles mesurées (Eq. (2.52). Cette technique a été appliquée numériquement sur un câble,
ainsi que sur des données expérimentales issues de la littérature. Les résultats de détection et de loca-
lisation sont très satisfaisants et ont prouvé l’efficacité de la méthode.
∆fn
fn
≈ 1
2
[
1
1 + γn
∆T
T
+
γn
1 + γn
∆EI∆L
EIL
Lφ′′2n (x0)
‖φ′′n‖22
− ∆µ∆L
µL
Lφ2n(x0)
‖φn‖22
]
(2.52)
où ∆EI(x), ∆µ(x) et ∆T sont de petites perturbations de raideur, de masse linéique et de tension
respectivement, φn et φ′′n sont respectivement la nème déformée modale et la dérivée seconde corres-
pondante et γn un cœfficient qui représente le rapport entre la rigidité modale due à la raideur EI et
celle due à la tension T .
Le chapitre 5 s’attachera à expliquer le principe de la méthode et à proposer une amélioration de celle
ci.
2.8 Discussion sur la variabilité naturelle des paramètres mo-
daux
Les structures du génie civil subissent des variations climatiques, à la fois quotidiennement et annuel-
lement, qui peuvent affecter de façon significative leur comportement vibratoire. Des études portant
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sur la détection d’endommagements sur des ouvrages réels ont montré que les paramètres modaux
sont très sensibles aux variations environnementales. Parmi les nombreuses variations environnemen-
tales (humidité,...) , les fluctuations thermiques semblent être, sans nul doute, les plus significatives.
Des études [72, 73] ont montré que des variations relatives sur les fréquences de l’ordre de 4 à 5%
pour un changement de température de 15◦C étaient envisageables.
Les études expérimentales effectuées par l’EMPA et l’Université Catholique de Louvain [74] sur le
pont Z24 ont apporté quelques renseignements intéressants et complémentaires sur la sensibilité des
paramètres modaux aux variations climatiques. En particulier, il a été noté une variation de près de
10% sur les deux premières fréquences propres pour une variation thermique allant de -5◦C à 35◦C.
Il a été constaté cependant que pour des essais réalisés entre 15◦C et 30◦C, cette variation n’était que
de 2.5% [14] (Fig. 2.14).
(a) (b)
FIGURE 2.14 – Etudes des effets thermiques sur le pont Z24 (a : site d’étude Z24 , b : Evolution de la première
fréquence propre en fonction de la température) [74]
Farrar et al. [75] ont pu constater avec l’étude dynamique du pont Alamosa Canyonau 4, une variation
de 5% en moyenne sur une période de 9 mois de mesures. Or, dans [76], les auteurs ont constaté que
les variations climatiques sont bien souvent supérieures à celles engendrées par un endommagement.
Des variations journalières sur la fréquence et l’amortissement des bâtiments sous vibrations am-
biantes sont également observées par [77]. Le but de l’étude est d’évaluer la stabilité des mesures
effectuées afin de connaître jusqu’à quelle précision il est possible de relier des variations de para-
mètres modaux à des variations de propriétés physiques.
A. Mikael dans sa thèse [77] a trouvé des dispersions de fréquence de 1.14% et d’amortissement de
15.6% du bâtiment de l’Ophite à Lourdes en France, entre les mois froids et humides, et les mois
chauds (Fig. 2.15). Il a conclu que des variations de fréquence de 5.5% observées pendant les mois
froids de l’année sur le bâtiment de l’Ophite n’indiquent pas un endommagement ou un vieillisse-
ment,
4. Pont liant le Nouveau-Mexique aux Etats-Unis
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(a) Variation de fréquence avec la température
(b) Variation d’amortissement avec la température
FIGURE 2.15 – Variations de la fréquence propre et de l’amortissement modal du premier mode avec la tempéra-
ture ambiante, du premier janvier 2009 au 28 février 2010. Bâtiment de l’Ophite, Lourdes, France
[77]
Par conséquent, les méthodes de détection d’endommagements ne permettant pas de dissocier des
phénomènes globaux (variations climatiques) de phénomènes locaux (endommagements) seront dif-
ficilement applicables sur des structures réelles.
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Chapitre 3
Optimisation du placement de capteurs
CE CHAPITRE est consacré au principe de placement optimal des capteurs sur unestructure pour la mesure de vibrations et la détection d’endommagement. La
formulation du problème sera établie tout en évoquant les différentes méthodes uti-
lisées dans la littérature.
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3.1 Introduction
3.1 Introduction
La surveillance de santé des structures doit fournir des informations sur le fonctionnement et la per-
formance de celles-ci permettant la réduction des coûts d’exploitation en effectuant de la maintenance
préventive. En général, le système de suivi de l’état des structures comprend trois composantes princi-
pales : un système de capteur, un système de traitement de données (données d’acquisition, transmis-
sion et stockage), et un système d’évaluation de l’état de santé (algorithmes de diagnostic). Les cap-
teurs utilisés sont nécessaires non seulement pour surveiller l’état structurel, comme les contraintes,
le déplacement, l’accélération, etc, mais aussi les paramètres environnementaux, tels que la vitesse
du vent, la variation de température, l’humidité... Un grand nombre de capteurs est indipensable à
un système de surveillance de santé des structures. Par exemple, 786 capteurs sont installés de façon
permanente sur le pont TsingMa [1]. Afin de réduire les coûts, le but est donc de déployer aussi peu
de capteurs que possible sur une structure.
Néanmoins, un grand nombre de capteurs, tels que les capteurs de vitesse et les jauges de déformation,
sont installés sur une structure en fonction de leurs caractéristiques [2]. Par conséquent, les méthodes
de placement de capteurs dans la recherche concernent principalement le placement d’accéléromètres
pour la surveillance de santé des structures. En effet, bien qu’il y ait 33, 65 et 72 accéléromètres
instrumentés respectivement, sur les ponts TsingMa, TingKau à Hong Kong et Jiangyin Jiangsu en
Chine, et 116 accéléromètres sur le pont Anhui Tongling en Chine [3], le nombre d’accéléromètres
utilisés est faible par rapport aux possibilités de placement sur la structure [4, 5]. En outre, la posi-
tion des capteurs détermine la qualité des paramètres modaux identifiés. Par conséquent, déployer de
façon optimale les capteurs de sorte à obtenir la meilleure identification des caractéristiques modales
est une tâche complexe.
La mesure du comportement vibratoire d’une structure nécessite l’évaluation des modes propres.
Puisque les modes propres influencent la précision des mesures, les capteurs de vibration (accélé-
romètres, capteurs de vitesse, capteurs de déplacement ou capteurs extensométriques) doivent être
positionnés dans les régions où la vibration du mode propre est importante.
Pour l’analyse de la réponse dynamique de la structure, discrétisée par EF par exemple, il faut sélec-
tionner une partie des nœuds s’il faut placer des capteurs aux nœuds.
3.2 Modèle du placement de capteurs
Le problème de la position des capteurs peut être étudiée à partir des coordonnées modales découplées
comme suit [6][7] : {
q¨ +M−1Cq˙ +M−1Kq = M−1φTF
Y = φq + ε
(3.1)
où q est le vecteur modal, M , K et C sont les matrices de masse, de rigidité et d’amortissement
respectivement, φ est la matrice des modes propres, F est le vecteur de force, Y est le vecteur co-
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lonne des mesures indiquant les positions possibles des capteurs et ε est un bruit blanc Gaussien, de
moyenne nulle et de variance σ20 .
Il convient de noter que la 2ème équation est une transformation de l’équation générale du mouvement
dynamique d’une structure MY¨ + CY˙ +KY = F avec Y remplacé par φ.q et l’équation multipliée
par φT afin de découpler le système d’équations. En fait, on a Y¨ = φq¨+ε si l’accélération est mesurée.
Les deux équations de mesure (de déplacement et d’accélération) sont cependant identiques dans la
formulation mathématique du problème.
Le problème de placement des capteurs est essentiellement divisé en trois aspects [8] :
– Quel est le nombre minimal d’accéléromètres nécessaire à installer sur une structure pour la sur-
veillance de son état de santé ?
– Où faut-il installer ces accéléromètres, y compris ceux qui sont supplémentaires, si disponibles ?
– Comment pourrions-nous évaluer l’efficacité des différentes méthodes de placement des capteurs ?
Ces trois aspects sont en effet couplés mais le problème principal réside dans le deuxième point, qui
dépend toutefois du troisième point [8, 9].
Le premier problème peut être considéré comme partiellement résolu sur une structure. En effet, il
est connu que le nombre minimum de capteurs qui doit être instrumenté ne peut pas être inférieur
au nombre de modes propres étudiés. En pratique, le nombre de capteurs, qui est prédéfini avant les
expériences, suivant la disponibilité du matériel et de l’équipement, est généralement plus grand que
le nombre minimal requis [9].
Le deuxième point, qui dépend en grande partie du troisième aspect, est le problème essentiel. Nous
supposons ici que le nombre total de ddl de la structure décrite dans le Modèle (1) est n, le nombre de
modes propres utilisés pour le positionnement des capteurs est m et le nombre de capteurs disponibles
est s (s < n). Le problème du placement des capteurs devient donc, essentiellement, où instrumenter
les s accéléromètres disponibles sur les n degrés de liberté d’une structure pour réaliser les essais
dynamiques, c’est-à-dire quelles lignes du vecteur Y dans l’équation (3.1) doivent être sélectionnées.
Ceci revient à sélectionner s lignes sur un total de n lignes de la matrice rectangulaire du mode propre
φ (φ ∈ Rn×m) pour former une sous-matrice A (A ∈ Rs×m) [21].
Par conséquent, la question du positionnement des capteurs peut être essentiellement considérée
comme un problème d’optimisation. C’est un problème complexe de combinaisons qui n’a jusqu’à
présent pas de solution analytique déterministe [10].
3.3 Méthodes de placement des capteurs de vibrations
Le problème est donc de proposer une méthodologie qui maximise la probabilité de détection d’en-
dommagement en imposant une configuration optimale du placement des capteurs, ce qui signifie
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minimiser le nombre de capteurs sur la structure. Différentes techniques ont été proposées sur le pla-
cement optimal des capteurs et ceci en utilisant plusieurs approches intuitives ou heuristiques. Bruant
et al. [11] ont développé également une méthodologie pour la détermination du positionnement des
actionneurs et des capteurs sur les poutres. Ils ont proposé de minimiser l’énergie mécanique pour
trouver le placement optimal des actionneurs et maximiser la matrice d’observabilité pour le place-
ment optimal des capteurs.
La méthode heuristique d’inspection visuelle est la plus simple parmi les méthodologies de placement
des capteurs proposées et c’est peut-être la première méthode utilisée avant même que le problème
d’optimisation de placement des capteurs soit sérieusement abordé. Avec cette méthode, les réponses
dynamiques d’une structure sont d’abord traitées et les modes propres sont examinés. Les endroits de
forte amplitude sont alors sélectionnés. Cette méthode dépend de l’expérience des ingénieurs.
Li et al. [12] ont étudié le placement optimal des capteurs pour la mesure de vibration et le SHM. Ils
ont présenté une nouvelle méthode fondée sur des fonctions objectif qui permettent de déterminer le
placement optimal des capteurs pour la mesure des vibrations. Les capteurs doivent être placés soit à
l’endroit où l’amplitude de vibration est importante.
3.3.1 Méthode basée sur l’énergie cinétique modale
La première stratégie de placement des capteurs utilisée est la méthode de l’énergie cinétique mo-
dale, ou MKE pour Modal Kinetic Energy method, qui est une extension des méthodes d’inspections
visuelles traditionnelles. La méthode MKE examine les modes propres étudiés et sélectionne les po-
sitions où les amplitudes de réponses sont élevées à partir de l’expression ci-dessous :
MKEpq = φpq
∑
k
Mpkφkq (3.2)
où MKEpq est l’énergie cinétique associée au ddl p du mode propre q, φpq est le pème élément du mode
propre q, Mpk est le terme de la pème ligne et de la kème colonne de la matrice de masse obtenue par
un modèle EF et φkq le kème élément du mode propre à étudier [13]. Les modes propres sélectionnés
doivent représenter le maximum d’énergie dans la réponse.
La technique de l’énergie cinétique évalue la contribution dynamique de chaque ddl du modèle EF
pour chacun des modes propres étudiés et fournit une idée approximative de l’endroit où les réponses
maximales pourraient être mesurées. Elle permet donc de détecter les ddl pouvant fournir les ca-
ractéristiques dynamiques nécessaires de la structure et de les choisir comme positions de capteurs
possibles dans les essais dynamiques [14].
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3.3.2 Effective independence method
La méthode Effective Independence (EI) est une méthode couramment utilisée qui a été proposée et
utilisée par Kammer [14] et également recommandée par Ewins [15] et Friswell et al. [16]. La mé-
thode quantifie l’indépendance entre deux ou plusieurs modes propres. Cette méthode a été appliquée
dans différents essais dynamiques.
C’est une méthode itérative qui utilise un modèle numérique EF et qui trie les nœuds en fonction de
leur sensibilité à la bonne représentation des modes propres. Un nœud ou un ddl de la structure pos-
sèdera un indice élevé, noté ED, lorsqu’il participe fortement à l’indépendance linéaire du réseau de
capteurs recherché. Ainsi, le nœud avec le ED le plus faible est éliminé de la matrice modale φ. L’ob-
jectif de l’EI est alors de sélectionner les points de mesure qui permettent d’avoir des modes propres
indépendants tout en conservant l’information dynamique nécessaire. Les itérations de l’élimination
se poursuivent jusqu’à ce qu’il reste autant de nœuds que de capteurs disponibles. Une décomposition
φ = QR permet d’accélérer le processus en évitant l’inversion de la matrice modale et réduit les
erreurs d’arrondi.
La méthode consiste donc à estimer les paramètres modaux et aboutir à la maximisation de la matrice
de Fisher, c’est-à-dire à la minimisation de la matrice de covariance :
E[(q − qˆ)(q − qˆ)T ] = [ 1
σ20
φTφ]
−1
= Q−1 (3.3)
où Q est la matrice de Fisher, σ20 représente la covariance d’un bruit gaussien ε et qˆ est le vecteur
estimateur de q. Maximiser Q fournit une bonne estimation de q. En pratique, on commence par
résoudre l’équation aux valeurs propres :
[φTφ− λI]Ψ = 0 (3.4)
où Ψ représentent les vecteurs propres orthogonaux de Q. Les cœfficients d’indépendance ED des
positions candidates sont calculées par la formule suivante :
ED = [φΨ]
2.λ−1.1n (3.5)
où 1n est un vecteur colonne de dimension n ayant pour éléments l’unité.
Pour maximiser le déterminant deQ, le capteur correspondant à la plus faible valeurED est éliminé de
la série initiale des positions proposées. Les cœfficients de ED seront ensuite recalculés en fonction de
la nouvelle matrice réduite de chacun des modes propres. Ce processus est répété de manière itérative
jusqu’à ce que le nombre de capteurs soit égal au nombre de capteurs prédéterminé. Les degrés de
liberté restants seront donc les points de mesure où il faut instrumenter les accéléromètres.
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3.3.3 Optimum Driving Point (ODP) Based Method
Dans le but d’identifier les points nodaux des modes propres 1, les constantes modales de tous les
modes propres choisis sont multipliées par le ddl correspondant [17, 18]. Le résultat donne un cœffi-
cient appelé paramètre ODP pour chaque ddl i et qui est exprimé par :
ODPi =
N∏
k=1
||φik|| (3.6)
Les ddl ayant un ODP proche de zéro sont les ddl qui sont proches ou sur une ligne nodale et sont par
conséquent à éviter comme positions de mesure.
3.3.4 Non-Optimum Driving Point (NODP) based method
Cette méthode utilise la technique du paramètre NODP [14], qui pour chaque ddl dans une bande de
fréquence spécifiée, identifie la position de ce degré de liberté par rapport à une ligne nodale d’un
mode propre. La technique consiste en un algorithme qui élimine les positions des capteurs ayant des
NODP minimums :
NODPi = mink|φik| (3.7)
3.3.5 La méthode de décomposition en QR
La méthode de décomposition QR (QRD) proposée par Schedlinski et Link [19] vise à trouver un
sous-ensemble des ddl d’un modèle analytique servant de points de mesure, de telle sorte que l’indé-
pendance linéaire entre les modes propres mesurés soit maximale.
3.3.6 L’algorithme MinMAC
L’algorithme MinMAC proposé par Carne et Dohrmann [20] vise à assurer la corrélation entre les
modes propres calculés par un modèle EF et ceux mesurés ou identifiés par des essais dynamiques.
Ceci est équivalent à réduire au minimum le produit entre ces modes. En effet, les valeurs faibles de
la diagonale de la matrice MAC indique une faible corrélation entre les modes propres, et les rend
indiscernables l’un de l’autre. C’est la raison pour laquelle l’objectif est de minimiser les termes hors-
diagonaux de la matrice MAC.
Par conséquent, l’algorithme MinMAC vise cet objectif. Tout d’abord, une série de capteurs (beau-
coup moins que le nombre de capteurs requis) est sélectionné selon les exigences de la structure pour
visualiser les déformées modales. Puis, d’autres capteurs disponibles seront ajoutés, un par un, en
choisissant toutefois le capteur qui minimise la valeur maximale des éléments hors-diagonaux de la
matrice MAC. La seconde étape est répétée de manière itérative en ajoutant à chaque fois un capteur
jusqu’à ce que le nombre de capteurs requis soit sélectionné.
1. Les points nodaux sont les nœuds des modes propres donc où φk(x) = 0
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3.3.7 Rapport de décomposition en valeurs régulières (RDVS)
La décomposition en valeurs singulières de la matrice des modes propres permet une autre configura-
tion de l’emplacement des capteurs. La méthode évalue le rapport entre la plus grande et la plus petite
valeur singulière de la matrice. La limite inférieure de la RDVS est atteinte dans le cas où les modes
propres sont orthogonaux.
D’autres méthodes de placement optimal des capteurs et leurs applications se trouvent dans la thèse
de D. Li [21].
3.3.8 Fonctions du placement optimal
Soit φ la matrice des m modes propres obtenus par l’analyse d’une structure en vibrations libres :
φ = [φ1, φ2, φ3, ...] (3.8)
Selon le niveau de corrélation entre le mode propre du modèle de la structure et le mode propre me-
suré, il est possible de juger de la sensibilité du positionnement des capteurs. Pour cela différentes
fonctions objectif qui sont simples à implémenter ont été définies [12].
Fonction type 1
Considérons une structure avec n degrés de libertés, ou n nœuds, parmi lesquels m points définissent
les positions des capteurs. Une fonction objectif est définie comme suit :
f1(r) =
n∑
j=1
n∑
k=1
∣∣∣∣∣∑
r∈0
φrjφrk
∣∣∣∣∣ (3.9)
où φrj est le rème élément du mode d’indice j. r ∈ 0 signifie une série de r points sur lesquels il
n’y a pas de capteurs. Le problème se trouve alors dans la détermination de la valeur minimale de la
fonction f1 pour que les parties non mesurées de la structure n’aient pas d’influence sur la précision
des résultats.
Fonction type 2
Le Modal Scale Factor, MSF , est utilisé récemment pour évaluer la corrélation entre deux modes. Si
nous considérons deux modes, φa et φb , la corrélation entre eux est définie par la formule suivante :
MSF (φa, φb) =
φb
T
φb
φaTφa
(3.10)
Si ces deux modes sont complètement corrélés, la valeur de MSF est égale à 1.
Soit une structure avec n degrés de libertés, ou n nœuds, parmi lesquels m points définissent les
positions des capteurs. En considérant les N premiers modes de vibration, une fonction objectif est
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définie par :
f2(φ
a, φb) =
N∑
k=1
φbk
T
φbk
φbk
T
φak
(3.11)
avec φak = [φ
a
1k, φ
a
2k, ..., φ
a
nk] et φ
b
k = [φ
b
1k, φ
b
2k, ..., φ
b
nk], avec φ
a
ik = φ
a
k(xi) étant
où φak est le kème mode propre obtenu par le calcul et φbk est le kème mode propre mesuré avec m points.
Les valeurs des modes propres aux autres (n −m) points, où il n’y a pas de capteurs, sont obtenues
par interpolation. Lorsque la sélection du placement des capteurs est optimale, on a :
f2(φ
a, φb)→ N
Fonction type 3
Le Modal Assurance Criterion MAC (Eq. (3.12)) est aussi utilisé pour évaluer la corrélation entre
deux modes. Il est défini comme le scalaire reliant deux vecteurs modaux φa et φb :
MAC(φa, φb) =
(φaTφb)
2
(φaTφa)(φbTφb)
(3.12)
Si ces deux modes sont complètement corrélés, la valeur de MAC est égale à 1.
Soit une structure avec n nœuds parmi lesquels m points définissent les positions des capteurs. En
considérant les N premiers modes de vibration, une fonction objectif est définie par :
f3(φ
a, φb) =
N∑
k=1
(φak
Tφbk)
2
(φak
Tφak)(φ
b
k
T
φbk)
(3.13)
où φak est le kème mode propre obtenu par le calcul et φbk est le kème mode propre mesuré avec m points.
Les valeurs des modes propres aux autres (n−m) points, où il n’y a pas de capteurs, sont également
obtenues par interpolation. Lorsque la sélection du placement des capteurs est optimale, on a comme
précédemment :
f3(φ
a, φb)→ N
Fonction type 4
La corrélation entre deux modes φa et φb peut être définie cette fois par (Eq.(3.14)) :
Mc(φ
a, φb) =
(φa − φb)2
φaTφb
(3.14)
Si ces deux modes sont complètement corrélés, la valeur de Mc est égale à 0.
Soit une structure avec n degrés de libertés, ou n nœuds, parmi lesquels m points définissent les
positions des capteurs. En considérant les N premiers modes de vibration, une fonction objective est
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définie comme :
f4(φ
a, φb) =
N∑
k=1
(φak − φbk)2
φak
Tφbk
(3.15)
où φak est le kème mode propre obtenu par le calcul et φbk est le kème mode propre mesuré avec m points.
Les valeurs des modes propres aux autres (n −m) points, où il n’y a pas de capteurs, sont obtenues
par interpolation. Lorsque la sélection du placement des capteurs est optimale, on a :
f4(a, b)→ 0
3.3.9 Applications dans la littérature
Li et al. [22] ont appliqué quatre méthodes sur le pont Xinghai Bay 2 présenté sur la figure 3.1(a) qui
sont : EI, EI-DPR, minMAC et PSS-EI 3. Un modèle éléments finis 3D du pont Xinghai Bay a été
créé en utilisant le logiciel commercial ANSYS (Fig. 3.1(b)). Les paramètres sont extraits à partir de
la méthode des sous-espaces.
(a)
(b)
FIGURE 3.1 – (a) Vue du pont Xinghai Bay (b) modèle EF [22].
Ils ont trouvé que l’application de la méthode EI pour le placement optimal génère une configuration
de capteurs uniformément espacés sur la longueur de la poutre en treillis (Fig. 3.2(a)). Par contre,
l’emplacement des capteurs déterminé par la méthode minMAC a tendance à être concentré unique-
ment à mi-portée (Fig. 3.2(b)).
3.4 Principes d’acquisition des déformées modales
Dans [24], Sazonov et al. ont estimé des paramètres optimaux d’échantillonnage spatial grâce à des
calculs analytiques et des simulations dynamiques sur des poutres. Beaucoup de chercheurs, qui étu-
2. Le pont Xinghai Bay en Chine est formé de trois travées, avec une travée principale de 460 m et deux travées de
rive de 180 m chacune.
3. Les méthodes EI-DPR et PSS-EI sont détaillées respectivement dans [18] et [23]
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(a)
(b)
FIGURE 3.2 – (a) Méthode EI (b) Méthode MinMAC [22]
dient l’effet de la résolution spatiale sur la détection de défauts, pensaient que plus il y avait de
points de mesure, meilleure était l’identification du défaut. Or, les mesures sont soumises au bruit et
l’expérimentation démontre qu’il faut prendre en compte cette limitation lors de la conversion analo-
gique/numérique du signal. Ainsi, Sazonov démontre, en utilisant un vibromètre laser, que le calcul de
la courbure modale ou l’estimation de l’énergie de déformation sont très sensibles à l’échantillonnage
spatial. En effet, le calcul de dérivées numériques utilisant les différences finies est sensible au bruit
dans les données et un échantillonnage trop faible peut conduire à une déformée modale imparfaite
(erreur de troncature).
Dans l’exemple de Sazonov et al., le 4ème mode d’une poutre libre-libre en aluminium est obtenu à
l’aide d’un vibromètre laser. Le calcul des courbures modales est ainsi effectué pour plusieurs résolu-
tions spatiales (Fig. 3.3).
Sur la figure 3.3, les deux courbures calculées avec peu de points (15) et trop de points (150) ne
permettent pas de conclure. Par contre, la courbure calculée avec 30 points fournit la meilleure ap-
proximation de la courbure modale du 4ème mode avec le moins de faux pics, en utilisant un inter-
valle d’échantillonnage spatial optimal. La réponse à la question sur la détermination de l’intervalle
d’échantillonnage spatial optimal pour les déformées modales et les courbures modales semble être
une corrélation entre le bruit de mesure et les propriétés numériques des méthodes de calcul utilisées
pour calculer la courbure. Il faut donc faire un compromis. Sazonov fournit une justification analy-
tique et numérique pour la sélection de l’intervalle d’échantillonnage spatial approprié afin d’effectuer
une détection optimale des endommagements à partir de la courbure modale.
Le calcul de la courbure des déformées modales est généralement effectuée à l’aide de l’expression
de la différence finie centrée et avec un lissage à l’aide d’un polynôme optimal de dégré 2 construit
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FIGURE 3.3 – (a) 4ème déformée modale d’une poutre L-L intacte. Les courbes en trait plein représentent la 4ème
courbure modale déterminée pour différentes résolutions spatiales (b) 150 points ; (c) 60 points ; (d)
30 points ; (e) 15 points. Les courbes en pointillés représentent la courbure modale idéale [24].
avec 5 points de mesure [26].
φk(xi) =
−3φk(xi−2) + 12φk(xi−1) + 17φk(xi) + 12φk(xi+1) + 12φk(xi+2)
35h2
(3.16)
Par conséquent, la résolution spatiale (inverse de l’intervalle d’échantillonnage h) choisie pour les
déformées modales doit être suffisamment élevée afin d’éviter les erreurs de troncature et, en même
temps, suffisamment faible pour éviter des erreurs dues à la perturbation dans les mesures.
Sazonov et al. partent de la formule de l’expression de la courbure pour estimer l’échantillonnage
optimal par :
hopt =
4
√
εF4 (3.17)
où F4 est l’erreur de troncature estimée analytiquement pour différentes conditions aux limites (Tab.
3.1) et ε est l’écart type du bruit de mesure, soit :
F4 = maxx∈(0,L)
(
12|φk(xi+1)|+ 24|φk(xi)|+ 12|φk(xi+1)|
M4
)
(3.18)
où M4 = max[x0−h,x0+h]|φ(4)k (x)| avec φ(4)k (x) la dérivée 4ème de φk(x) et x0 ∈ (0, L).
Une observation intéressante de l’équation (3.17) est que le fait de doubler la résolution spatiale
nécessite de diminuer le bruit de mesure d’un facteur 16. Sazonov et al. [24] démontrent aussi que
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Conditions limites Mode no 1 Mode no 2 Mode no 3 Mode no 4 Mode no 5
EE ou LL 0.09588 0.01261 0.003282 0.001201 0.000538
EL 3.6864 0.09885 0.0126 0.003282 0.001201
TABLEAU 3.1 – Estimation numérique de F4 pour différentes conditions aux limites [24]
Conditions limites Mode no 1 Mode no 2 Mode no 3 Mode no 4 Mode no 5
EE ou LL 0.4233 0.1446 0.07482 0.04534 0.02823
EL 3.679 0.7275 0.2608 0.1313 0.07949
TABLEAU 3.2 – Estimation numérique de α pour différentes conditions aux limites [24]
l’intervalle d’échantillonnage minimum pour lequel l’erreur provenant du bruit de mesure ne domine
pas les résultats de calcul de la déformée est :
hmin =
√
α
2
− 0.5
√
α2 − 4εF4 (3.19)
alors que l’échantillonnage maximal vaut :
hmax =
√
α
2
+ 0.5
√
α2 − 4εF4 (3.20)
avec α =
12M2
M4
où M2 = max[0,L]|φ′′(x)|
Le tableau 3.2 montre les valeurs de α (cas d’une poutre de longueur unité L=1m), qui peuvent être
utilisées dans le calcul de hopt.
Quelques remarques sur l’échantillonnage spatial optimal [25] sont soulevées à partir des équations
(3.17), (3.19) et (3.20) :
– L’échantillonnage spatial optimal augmente avec le numéro du mode. Les modes élevés exigent
plus de points de mesure pour être bien déterminés.
– L’intervalle de résolution [ 1
hmax
1
hmin
] augmente lorsque le niveau de bruit diminue.
– L’échantillonnage maximal dépend du numéro du mode étudié.
– L’échantillonnage augmente (Fig. 3.4) lorsque le niveau de bruit augmente : pour une courbure
modale parfaite, l’effet du bruit doit être compensé avec le nombre de points de mesure.
La dernière remarque concerne le niveau de bruit ε. Les développements de Sazonov ont mis en
évidence l’influence du bruit de mesure sur la précision des résultats avec l’approche des différences
finies centrées, cependant sa détermination reste complexe. En effet, chaque composant du système
d’acquisition de données a ses propres caractéristiques. Par exemple, un accéléromètre peut avoir 1%
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FIGURE 3.4 – Comparaison de la résolution optimale déterminée analytiquement (triangle) et numériquement
(carré) pour les courbures modales [24]
de précision, mais c’est l’erreur totale de la chaîne d’acquisition qui doit être examinée.
3.5 Conclusion
Différentes techniques de placement optimal ont été développées par les chercheurs afin de mesurer
les vibrations d’une structure excitée et faire le SHM. Il a été demontré que les résultats du placement
et du nombre de capteurs fournis par deux méthodes peuvent être différents. Par ailleurs, des études
ultérieures sont à prévoir afin d’adapter les méthodes présentées ci-dessus pour le cas de capteurs
longue base.
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Chapitre 4
Sensibilité des méthodes de détection
d’endommagement
CE CHAPITRE présente l’application de quelques méthodes de détection d’endom-magements, évoquées au chapitre 2, sur un modèle EF de poutre E-E.
Une étude de sensibilité sur l’efficacité de ces méthodes est alors effectuée vis-à-vis :
– du type du capteur.
– du bruit numérique, afin de simuler la dispersion des paramètres modaux.
– du nombre capteurs.
La fiabilité des méthodes est ensuite évaluée par la détermination de probabili-
tés de détection à l’aide de la méthode de Monte-Carlo. Cette approche permet
de prendre en compte les incertitudes qui peuvent exister lors d’une inspection et qui
sont responsables de la variabilité de la réponse d’un système. Nous verrons ainsi
que les probabilités de détection obtenues à partir des extensomètres longue base
sont plus élevées que celles obtenues avec des capteurs ponctuels (accéléromètres
par exemple).
La dernière partie du chapitre est consacrée à l’application de quelques techniques
de placement optimal des capteurs pour le modèle EF de poutre.
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4.1 Description de l’étude
4.1 Description de l’étude
L’objectif principal de cette section est de présenter, sur une poutre encastrée-encastrée (E-E) simi-
laire à celle qui sera utilisée expérimentalement, la mise en œuvre des méthodes introduites dans le
chapitre 2 (indicateurs MAC et COMAC, méthodes fondées sur la courbure modale, méthode de
l’énergie de déformation, etc). Des simulations numériques par éléments finis (EF) pour différents cas
d’endommagement ont été réalisées afin d’évaluer la sensibilité des méthodes à plusieurs paramètres
qui seront présentés dans le paragraphe 4.3.
Comme seul un nombre limité de modes propres peut être correctement identifié expérimentalement,
il en sera de même pour les simulations numériques. Seuls les quatre premiers modes seront pris en
compte pour l’application des différentes méthodes.
Une étude de fiabilité est ensuite entreprise par un calcul de probabilité de détection à l’aide de la
méthode de Monte-Carlo. Cela permettra d’estimer la performance de chaque méthode en fonction
de trois paramètres : le type du capteur, la sévérité du défaut et le niveau de bruit numérique ajouté.
Enfin, ce chapitre abordera le problème d’optimisation du placement des capteurs. Des simulations se-
ront réalisées en utilisant deux méthodes d’optimisation du positionnement des capteurs sur le même
cas de poutre. Des conclusions termineront le chapitre.
4.1.1 Modélisation de la poutre
Le cas d’application choisi est celui d’une poutre en aluminium bi-encastrée (E-E) dont les caractéris-
tiques sont répertoriées dans le tableau 4.1. Elles sont identiques à celles de la poutre qui sera étudiée
expérimentalement dans le chapitre 7.
Longueur (m) 0.705
Largeur (m) 0.04
Epaisseur (m) 0.0081
Section (m2) 0.324.10−3
Inertie (m4) 1.7715.10−9
Module d’Young (N/m2) 61.7 · 109
Masse volumique (kg/m3) 2791
TABLEAU 4.1 – Caractéristiques de la poutre E-E
La poutre est discrétisée en 100 éléments finis (Fig.4.1) et comportera ainsi 101 nœuds, chaque nœud
possédant 2 ddls (déplacement vertical et rotation). Seuls les quatre premiers modes sont pris en
compte et l’amortissement modal vaut 0.5%.
FIGURE 4.1 – Modèle EF de la poutre encastrée-encastrée
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4.1.2 Modélisation du défaut
En général, un défaut est simulé par une réduction de la section d’un élément fini entraînant ainsi une
réduction de rigidité locale, représentant par exemple une entaille qui serait appliquée symétriquement
de part et d’autre de l’axe neutre.
Les simulations ont été réalisées en réduisant la section sur la largeur. L’emplacement du défaut, au
niveau de l’élément 56, est choisi arbitrairement. Le défaut est donc situé entre les abscisses x0 =
39.18cm et x1 = 39.78cm (Fig. 4.2).
Nous présenterons les résultats numériques obtenus pour 20 cas d’endommagements.
FIGURE 4.2 – Modèle EF de la poutre E-E endommagée
La diminution de la largeur de l’élément varie ainsi de 0% à 20% avec un pas de 1% (Tab. 4.2).
Cas Profondeur entaille Largeur Inertie Raideur Variation de raideur locale
b0(mm) b(mm) I∗.103(mm4) EI∗.106(GPa.m4)
∆EI(%)
EI
0 0 40.0 1.771 1.095 0
1 0.4 39.6 1.754 1.084 1
2 0.8 39.2 1.736 1.073 2
3 1.2 38.8 1.718 1.062 3
4 1.6 38.4 1.701 1.051 4
5 2.0 38.0 1.683 1.040 5
6 2.4 37.6 1.665 1.029 6
7 2.8 37.2 1.647 1.018 7
8 3.2 36.8 1.630 1.007 8
9 3.6 36.4 1.612 0.996 9
10 4.0 36.0 1.594 0.985 10
11 4.4 35.6 1.577 0.974 11
12 4.8 35.2 1.559 0.963 12
13 5.2 34.8 1.541 0.952 13
14 5.6 34.4 1.523 0.942 14
15 6.0 34.0 1.506 0.931 15
16 6.4 33.6 1.488 0.920 16
17 6.8 33.2 1.470 0.909 17
18 7.2 32.8 1.453 0.898 18
19 7.6 32.4 1.435 0.887 19
20 8.0 32.0 1.417 0.876 20
TABLEAU 4.2 – Caractéristiques des vingt cas d’endommagement simulés
4.2 Identification modale
Les déformées modales et fréquences propres de la poutre (φk et fk =
√
λk/2π) sont obtenues par la
résolution de l’équation aux valeurs propres du modèle EF :
(K − λkM)φk = 0 (4.1)
où M est la matrice de masse et K la matrice de raideur, φk le mode propre no k et λk la valeur
propre correspondante. Les matrices élémentaires de l’élément endommagé, K∗e et M∗e , sont définies
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Mode Fréquence (Hz)
fnum fth erreur (%)
no 1 78.82 78.83 0.012
no 2 217.29 217.28 0.004
no 3 425.97 426.01 0.009
no 4 704.17 704.16 0.001
TABLEAU 4.3 – Quatre premières fréquences numériques et théoriques de la poutre intacte
par rapport à celles de l’élément sain, Ke et Me, par :
K˜e = Ke
I∗
I
et M˜e = Me
S∗
S
avec I , I∗, S et S∗ les moments quadratiques et les sections des éléments sain et endommagé respec-
tivement.
Les quatre premières fréquences propres obtenues numériquement pour la poutre saine sont compa-
rées aux fréquences analytiques (Tab. 4.3). L’écart est très faible, le nombre d’éléments finis choisi
pour discrétiser la poutre est donc suffisant pour assurer la convergence du modèle.
La figure 4.3 représente les quatre premières déformées modales, déformées angulaires modales et
courbures modales de la poutre E-E saine.
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FIGURE 4.3 – Graphes des quatre premières déformées modales, déformées angulaires et courbures modales pour
la poutre E-E saine.
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4.3 Paramètres de l’étude de sensibilité
Dans notre étude, l’objectif est d’étudier l’influence de certains paramètres sur la détection et la loca-
lisation d’un endommagement, appliquées au cas d’une poutre, afin de définir si des couples méthode
de détection/type de capteur sont plus efficaces pour le SHM.
4.3.1 Type de capteur
La sensibilité des méthodes de détection et de localisation d’endommagement par rapport au type de
capteur utilisé est développée dans cette section. Les mesures de capteurs ponctuels (accéléromètres,
capteurs de vitesse ou de déplacement), d’extensomètres longue base (ELB), de capteurs de rotation
et de jauges ponctuelles seront simulées afin de comparer les résultats obtenus. Ces simulations sont
réalisées dans un premier temps sans ajout de bruit numérique.
4.3.2 Dispersion des résultats
Le fait d’utiliser des signaux numériques pour tester les différentes méthodes de détection d’endom-
magement permet, généralement, d’obtenir d’excellents résultats qui ne sont pas très représentatifs de
cas d’application réels.
En effet, des variations dans les paramètres modaux peuvent provenir de changements des conditions
climatiques ou d’erreurs de mesures. Ce problème n’a été étudié que récemment, entre autres, par
Alampalli et al. [4] en assurant la surveillance continue d’une structure sur une longue période afin de
vérifier la répétabilité dans l’estimation des paramètres modaux.
Ainsi, afin d’étudier la fiabilité des méthodes présentées, des simulations numériques ont été réalisées
en ajoutant du bruit numérique, de niveaux différents, sur les déformées modales. En réalité, ce sont
les signaux temporels qui sont sujets au bruit de mesure, cependant la génération de signaux numé-
riques et leur traitement afin d’estimer les paramètres modaux est coûteux en temps de calcul et pas
nécessairement plus approprié que d’ajouter le bruit directement sur les paramètres modaux. De plus,
lorsque des signaux de mesures sont bruités, le bruit se répercute généralement sur les paramètres
modaux identifiés.
Alvandi dans sa thèse [5] a évalué la probabilité de détection pour différentes méthodes en ajoutant
également un bruit numérique, pour le cas de capteurs ponctuels en fonction de la position de la source
d’excitation par rapport celle de l’endommagement.
4.3.3 Nombre de capteur
Le nombre de capteurs utilisés est un paramètre essentiel dans le SHM. En effet, un nombre important
de points de mesure est nécessaire afin d’obtenir une bonne représentation de l’état d’un ouvrage et
de faire un diagnostic. Pour cela, la sensibilité des méthodes de détection par rapport au nombre de
capteurs est étudiée. Dans cette étude, trois cas sont pris en compte dans les simulations numériques :
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10, 20 et 50 points de "<mesure">, régulièrement espacés le long de la poutre. Quelques méthodes de
détection d’endommagement seront appliquées pour chaque cas.
4.4 Méthodes utilisant les paramètres modaux
Nous allons commencer par appliquer quelques méthodes qui utilisent directement les paramètres
modaux identifiés.
4.4.1 Evolution des fréquences propres avec le défaut
Afin d’étudier la variation des fréquences propres en présence d’endommagement, nous appliquerons
la formule (4.2) proposée par [1][2] afin de calculer les variations relatives des fréquences propres
∆fk par rapport à l’état sain. Le tableau 4.4 présente les fréquences propres et les variations relatives
correspondantes pour quelques niveaux d’endommagement.
∆fk(%) =
∣∣∣∣fk − f ∗kfk
∣∣∣∣× 100 (4.2)
Cas Fréquences (Hz)1ère 2ème 3ème 4ème
Poutre intacte 78.83 217.29 425.98 704.17
Cas 1 (1%) 78.82 217.29 425.92 704.16
Changement (%) 0.009 0.003 0.014 0.010
Cas 5 (5%) 78.79 217.27 425.59 703.88
Changement (%) 0.052 0.018 0.080 0.057
Cas 10 (10%) 78.72 217.23 424.08 703.51
Changement (%) 0.239 0.074 0.321 0.226
Cas 20 (20%) 78.51 217.12 423.56 702.40
Changement (%) 0.390 0.116 0.498 0.349
TABLEAU 4.4 – Fréquences propres et variations relatives correspondantes pour quelques niveaux d’endommage-
ment
Il apparaît clairement que plus l’endommagement est sévère, plus les variations relatives des fré-
quences sont importantes. Cependant, ces variations restent très faibles et ne peuvent donc pas auto-
matiquement être utilisée pour prouver l’existence d’un endommagement.
D’un point de vue expérimental, ces variations relatives de fréquences propres ont
de fortes chances d’être complètement noyées dans la dispersion obtenues pour une série
de mesures, et ne seront donc pas représentatives d’un endommagement.
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4.4.2 Evolution des déformées modales avec le défaut
Une première configuration, où la poutre est couverte de capteurs ponctuels ou de jauges ponctuelles,
est peu réaliste. Cette configuration suppose en effet que chacun des 101 nœuds composant le maillage
correspond à un point de mesure.
FIGURE 4.4 – Placement d’ELB en continu sur la poutre E-E.
Pour les ELB, cela équivaudrait à les mettre bout à bout entre deux points de mesure, soit 99 capteurs
possédant une borne d’intégration commune avec les capteurs adjacents (Fig. 4.4). La base de mesure
serait alors de 7.12 mm, ce qui est très petit et plus vraiment "<longue base">.
Une deuxième configuration avec seulement vingt capteurs régulièrement espacés le long de la poutre
est plus réaliste. Les abscisses de ces points de mesure ne faisant pas forcément partie des nœuds déjà
existants, les valeurs des déformées modales en ces points ont été obtenues par interpolation par
splines. La distance entre 2 capteurs ponctuels sera dans ce cas égale à 3.3cm et la base de mesure
des ELB sera alors de 3.5 cm. C’est cette configuration qui sera étudiée dans la suite.
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FIGURE 4.5 – Quatre premières déformées modales obtenues par des capteurs ponctuels pour les différents cas
d’endommagement
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Les quatre premières déformées modales normalisées obtenues par des capteurs ponctuels sont esti-
mées pour les différents cas de défauts sur la figure 4.5. Elles sont quasiment confondues pour tous
les cas d’endommagement.
Expérimentalement, cette différence minime peut provenir des conditions aux limites, des propriétés
du matériau ou bien du bruit existant.
Pour mieux visualiser cette différence, la différence absolue ∆DM , définie dans l’équation (4.3) entre
les deux vecteurs modaux (sain et endommagé), est tracée pour chacun des cas et pour chaque capteur.
La commande « pcolor »de Matlab est utilisée pour les représentations graphiques des résultats issus
des différentes méthodes de détection d’endommagement. Les valeurs obtenues à partir des diffé-
rentes méthodes sont normées par rapport au maximum pour chacun des points de l’axe des abscisses
(cas de défaut ou niveau de bruit). Ceci permettra d’observer clairement la valeur maximale pour cha-
cun des indicateurs. Si nous traçons les indicateurs sans normalisation nous obtenons le graphe que
montre la figure 4.9(b). Cette représentation des résultats sera conservée dans la suite du manuscrit,
hormis pour l’étude de la quantification du défaut.
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FIGURE 4.6 – Variations relatives des déformées modales obtenues pour les 20 cas de défaut avec trois types de
capteurs(de déplacement, de rotation et de déformation) (Seuls les 4 premiers modes sont pris en
compte)
∆DM(i) =
N=4∑
k=1
|φik − φ∗ik| (4.3)
où N est le nombre de modes, φik et φ∗ik sont les déformées modales de la structure saine et endom-
magée du mode k en un point i.
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FIGURE 4.7 – Quatre premières déformées modales Ψk obtenues à partir des ELB pour 20 cas de défaut
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FIGURE 4.8 – Différences absolues des déformées modales obtenues à partir des ELB pour les 4 premiers modes et
les différents cas de défaut
Le graphe de la figure 4.6 permet de détecter la présence d’un défaut pour les trois types de capteurs
simulés (capteurs ponctuels classiques, capteurs de rotation et jauges ponctuelles). Cependant, à par-
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FIGURE 4.9 – Variations relatives des déformées modales obtenues à partir de 20 ELB pour les 20 cas de défaut
(Seuls les 4 premiers modes sont pris en compte)
tir des capteurs ponctuels et des capteurs de rotation, la localisation est peu précise au contraire des
jauges ponctuelles. Puisqu’elles permettent de remonter directement aux courbures modales [6], les
jauges ponctuelles permettent de bien localiser les modifications de masse et de raideur.
Pour les ELB, afin d’obtenir les déformées modales Ψk de manière suffisamment précise, la discré-
tisation des points a été augmentée au voisinage des abscisses a et b, permettant ainsi d’améliorer la
précision du calcul numérique des dérivées premières des déformées modales. La figure 4.7 montre
les déformées modales normalisées par rapport au maximum obtenues à partir des ELB, qui sont donc
des intégrales de courbures modales.
La figure 4.8 montre la différence absolue des déformées modales des ELB pour les 4 modes propres
étudiés et les différents cas de défaut. Il apparaît clairement une valeur maximale (couleur blanche
sur le graphique) au niveau de l’élément endommagé pour toutes les tailles de défauts. Contrairement
au cas des capteurs ponctuels, la localisation du défaut à partir des ELB est précise, comme pour les
jauges ponctuelles.
4.4.3 MAC et COMAC
Pour confirmer les résultats précédents, les cœfficients MAC et COMAC des déformées modales ob-
tenues par les capteurs ponctuels et les ELB sont présentés sur la figure 4.10. Les graphes représentent
les valeurs de la diagonale des matrices de MAC. Les variations pour le MAC et le COMAC étant très
faibles pour les deux types de capteurs, ces méthodes ne sont pas efficaces pour détecter un endom-
magement.
En effet, expérimentalement il serait complexe de déterminer si les faibles variations des déformées
modales sont liées à l’endommagement, à l’incertitude de la répétabilité des essais, à la dispersion
des résultats ou à la méthode d’identification. Ceci nous permet de conclure que l’utilisation directe
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FIGURE 4.10 – Cœfficients MAC et COMAC(en %) pour deux types de capteurs (capteurs ponctuels et ELB)
des paramètres modaux présente de sérieuses limites pour la détection et la localisation d’endom-
magement, même pour des niveaux d’endommagement élevés et que, même pour des méthodes qui
seraient plus performantes et sensibles, l’influence des effets environnementaux reste à quantifier et à
apprécier.
4.4.4 Flexibilité
La flexibilité est définie à partir de l’équation (4.4) qui sera utilisée pour calculer le changement de
flexibilité entre l’état sain et un état endommagé.
F = ΦΩΦT =
N=4∑
k=1
1
ω2k
φkφ
T
k (4.4)
où φk est la kème déformée modale obtenue par le capteur en question : la déformée modale dans le
cas de capteurs ponctuels et l’intégrale de la courbure modale dans le cas des ELB.
Nous avons appliqué cette méthode pour évaluer sa sensibilité à la détection, la localisation et la
quantification du défaut. La figure 4.11 montre les résultats obtenus à partir des différents capteurs.
La méthode de flexibilité ne fournit pas de résultats probants pour le cas des capteurs ponctuels ainsi
que pour les capteurs de rotation. Elle ne distingue pas l’élément endommagé mais indique une zone
étendue aux alentours de l’élément endommagé : de fausses détections apparaissent. Pour les jauges
ponctuelles, la flexibilité permet de détecter le défaut mais la localisation n’est pas très précise au
contraire des ELB. Ceci nous permet de valider la conclusion déjà relevée par plusieurs chercheurs
que les courbures modales sont plus sensibles aux endommagements que les déformées modales.
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(b) Capteurs de rotation
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FIGURE 4.11 – Changement de flexibilité pour les quatre types de capteurs et les différents cas de défauts
4.5 Méthodes utilisant la courbure modale
4.5.1 Courbure des déformées modales
Le calcul de la courbure modale pour les capteurs ponctuels est réalisé à partir des déformées modales
φk(xi) (xi représentant l’abscisse du ième nœud ou capteur), et en appliquant directement l’équation
(2.11) sans filtrage polynomial préalable. Du fait du schéma de dérivation numérique, deux points sont
perdus aux extrémités. Cependant, cela n’est pas gênant puisque la poutre est encastrée-encastrée, les
capteurs aux extrémités sont donc inutiles. Les quatre premières courbures modales obtenues pour les
différents cas d’endommagement sont tracées sur la figure 4.12.
La courbure modale comporte une discontinuité au niveau du défaut. Afin de mieux visualiser les
variations, la figure 4.13 représente les résultats obtenus pour la différence absolue entre les courbures
modales de la poutre saine et endommagée pour chacun des 4 premiers modes.
Pour les courbures modales des deux premiers modes, le maximum se situe au niveau de la position
réelle du défaut alors que pour les modes plus élevés, des valeurs importantes sont également obte-
nues pour les éléments adjacents au défaut. En pratique, puisque le nombre de capteurs est limité, le
premier mode fournit le résultat le plus fiable ce qui était également démontré par [3].
Pour présenter les résultats à l’aide d’un indicateur unique, la figure 4.14 illustre la différence de
courbure modale provenant de tous les modes étudiés en appliquant l’équation (4.5) :
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FIGURE 4.12 – Quatre premières courbures modales obtenues par les capteurs ponctuels pour les différents cas
d’endommagement
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FIGURE 4.13 – Différence absolue des courbure modales pour les 4 premiers modes et les différents cas de défaut
∆CM(i) =
N=4∑
k=1
|φ′′ik − φ′′∗ik | (4.5)
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FIGURE 4.14 – Différence absolue de courbure modale obtenue pour 20 cas de défaut avec 20 capteurs ponctuels
(Seuls les 4 premiers modes sont pris en compte)
On constate de fausses détections de part et d’autre de la position de l’endommagement.
En résumé, les déformées modales ne permettent pas de détecter l’endommagement
d’un point de vue expérimental, les variations étant trop faibles pour le cas de défaut mo-
délisé. Par ailleurs, pour la courbure modale déterminée à partir des capteurs ponctuels,
les résultats montrent que les méthodes de dérivation numérique amplifient la dispersion
présente au niveau des déformées modales. Il est donc préférable d’utiliser un type de cap-
teur permettant d’obtenir directement l’information désirée plutôt que d’utiliser un autre
type de capteur qui nécessitera des calculs numériques supplémentaires, sources d’erreurs,
pour parvenir à la même information [10].
Pour illustrer l’effet de la dispersion des paramètres modaux qui serait obtenue expérimentalement,
un bruit numérique est ajouté. Ce dernier est modélisé par une variable aléatoire, avec une moyenne
et un écart-type donnés, et est ajouté aux déformées modales de la poutre obtenues par les différents
capteurs.
Le kème mode propre au point i, (i = 1, 2, ..., 100) s’écrit alors :
φik = φik
(
1 + ε(i)
) (4.6)
avec ε = N(0, σk)
où σk = σp ×max
(
abs(φk)
)
et σp la variance du bruit.
La variance du bruit est variable, de 1% et 5% avec un pas de 0.5%. Par abus de langage, lorsque
nous parlerons de % de bruit ajouté dans la suite du chapitre, cela fera référence au % de la variance.
Dans le cas des capteurs ponctuels, le bruit sera ajouté sur les déformées modales φk alors que pour
les ELB il sera ajouté sur les intégrales des courbures modales
∫ b
a
φ′′k(x)dx.
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La figure 4.15 présente les changements de la courbure des déformées modales obtenus à partir des
capteurs ponctuels pour 2% et 10% de réduction de section de l’élément fini. La méthode donne de
mauvais résultats lorsque le niveau de bruit augmente. En pratique, les dispersions seront obtenues
avec la détermination des déformées modales expérimentales.
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FIGURE 4.15 – Changement de courbure modale obtenu à partir des capteurs ponctuels pour 2% et 20% d’en-
dommagement et différents niveaux de bruit
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FIGURE 4.16 – Changement des déformées modales à partir des ELB pour 2% et 20% d’endommagement et dif-
férents niveaux de bruit
Contrairement à ce que nous avons observé pour les capteurs ponctuels, la variation des déformées
modales obtenues par des ELB (figure 4.16) permet de détecter et localiser l’endommagement en
présence de bruit. Ceci implique que lorsque les mesures sont bruitées, les ELB sont tout de même
capables de détecter les défauts et de les localiser.
Concernant la sensibilité de ces méthodes par rapport au nombre de capteurs, la figure 4.17 montre
qu’en présence d’un niveau de bruit important, le nombre de capteurs ponctuels ne constitue plus
un paramètre favorisant la localisation du défaut. En effet, les résultats obtenus sont très dispersés
et difficiles à apprécier du fait des erreurs provenant de la dérivation numérique. Pour les ELB au
contraire, plus le nombre capteurs est élevé plus les résultats sont satisfaisants (Fig. 4.18).
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FIGURE 4.17 – Variation des courbures modales en fonction du nombre de capteurs ponctuels avec et sans ajout
de bruit
4.5.2 Courbure de flexibilité
L’expression de la courbure de flexibilité est donnée par :
F ′′i =
Fi−1,i−1 − 2Fi,i + Fi+1,i+1
h2
(4.7)
Nous avons calculé le changement de courbure de flexibilité entre état sain et les états endommagés
avec les 4 premiers modes. Cette méthode fournit des résultats assez semblables à ceux obtenus avec
la méthode des courbures modales pour les capteurs ponctuels (Fig. 4.19).
La méthode permet de détecter le défaut mais concernant la localisation, des fausses détections sur
les éléments voisins du défaut sont présentes pour tous les capteurs. Ceci s’explique par le fait que la
méthode de courbure de flexibilité s’appuie elle aussi sur une double dérivation numérique.
Les résultats obtenus avec cette méthodes lorsque du bruit est ajouté sur les déformées modales,
comme défini dans la section 4.5, sont illustrés sur les figures 4.20 et 4.21, respectivement pour les
capteurs ponctuels et les ELB. Pour un faible niveau d’endommagement, les capteurs ponctuels four-
nissent des résultats très mauvais dès qu’il y a du bruit alors que les ELB permettent une localisation
correcte jusqu’à environ 2% de bruit ajouté. Pour un endommagement plus sévère, les capteurs ponc-
tuels permettent de localiser presque jusqu’à 2% de bruit alors que les ELB localise le défaut pour
tous les niveaux de bruit.
La figure 4.22 illustre les résultats obtenus à partir de 10, 20 et 50 capteurs ponctuels et ELB. Même
pour un nombre de capteurs plus élevé, les résultats obtenus pour les capteurs ponctuels avec la mé-
thode de la courbure de flexibilité sont très dispersés et ne permettent pas de localiser le défaut.
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FIGURE 4.18 – Variation des vecteurs propres en fonction du nombre d’ELB
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FIGURE 4.19 – Changement de courbure de flexibilité pour les différents cas de défaut et les quatre types de cap-
teurs
Contrairement aux capteurs ponctuels, les résultats obtenus à partir des ELB (Fig. 4.23) montrent que
la localisation s’améliore lorsque le nombre de capteurs augmente.
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FIGURE 4.20 – Changement de courbure de flexibilité à partir des capteurs ponctuels pour des endommagements
de 2% et 20%, et différents niveaux de bruit
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FIGURE 4.21 – Changement de courbure de flexibilité à partir des ELB pour des endommagements de 2% et 20%,
et différents niveaux de bruit
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FIGURE 4.22 – Variation des courbures de flexibilité en fonction du nombre de capteurs ponctuels
4.5.3 Energie de déformation
L’équation 4.8 donne l’indice d’endommagement βi, fondé sur le changement de l’énergie de défor-
mation modale, obtenu pour la somme des quatre premiers modes de vibration étudiés.
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FIGURE 4.23 – Variation des courbures de flexibilité en fonction du nombre d’ELB
βi =
N=4∑
k=1
[∫ Li+1
Li
(
∂2φk(xi)
∂x2
)2
dx
]∗
[∫ L
0
(
∂2φk(x)
∂x2
)2
dx
]∗ × N=4∑
k=1
[∫ L
0
(
∂2φk(x)
∂x2
)2
dx
]
[∫ Li+1
Li
(
∂2φk(xi)
∂x2
)2
dx
] (4.8)
où φk est la déformée modale no k obtenue par des capteurs ponctuels.
Pour le cas des ELB, nous avons fait le choix de remplacer φk par Ψk, l’intégrale de la courbure mo-
dale obtenue avec les ELB. Le fait de remplacer directement φk par Ψk dans la formule fait cependant
perdre quelque peu le sens physique de la méthode qui est lié à la courbure modale. Il sera fait de
même pour les capteurs de rotation (φk par φ′k) et les jauges ponctuelles (φk par φ′′k)
La méthode permet de localiser le défaut pour les différents types de capteurs (Fig. 4.24). Seules les
valeurs positives sont représentatives d’un endommagement. Il convient à ce stade d’attirer l’attention
sur le fait que cet indicateur ne doit pas être analysé sur la simple base de maxima locaux pour per-
mettre la détection d’un endommagement, à la différence des méthodes de flexibilité et de courbures
de flexibilité par exemple [5]. La détection du défaut n’est donc pas absolue mais repose sur le choix
d’un seuil de détection zs. S’il est choisi trop faible, les fausses détections seront nombreuses. La non
détection d’endommagements effectivement présents est également possible [5].
Par conséquent, contrairement aux indicateurs de courbure des déformées modales, de flexibilité et de
courbure de flexibilité qui sont des fonctions croissantes avec l’endommagement, l’indicateur d’en-
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dommagement β ne permettra pas de quantifier la sévérité de l’endommagement.
Dans le cas d’un seuil zs fixé à 2, la figure 4.24 montre qu’à partir des capteurs ponctuels, des capteurs
de rotation et des jauges ponctuelles, les éléments voisins de l’élément endommagé sont considérés
comme endommagés pour tous les niveaux. Par contre, les résultats de détection et de localisation
obtenus à partir des ELB sont plus précis.
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FIGURE 4.24 – Changement de l’énergie de déformation à partir des quatre types de capteurs pour les différents
cas de défauts (zs = 2)
Cette méthode de détection a une propension à localiser l’endommagement dans une zone relative-
ment restreinte autour de l’endommagement réel. Ceci a pour conséquence d’indiquer que, lorsqu’un
endommagement est détecté, il faudra ausculter plus précisément les mailles de capteurs voisines de
la maille détectée [5].
En ajoutant du bruit au niveau des déformées modales pour les capteurs ponctuels, la figure 4.25
montre que les changements de l’énergie de déformation sont indécelables, aucune détection et loca-
lisation ne peuvent être obtenue pour un seuil zs = 2. Par contre, pour le cas des ELB (Fig.4.26), le
défaut de faible amplitude sera détecté cependant de fausses détection apparaissent lorsque le niveau
de bruit augmente, ce qui n’est pas le cas pour le défaut plus sévère.
Concernant le nombre de points de mesure pour la méthode basée sur le changement de l’énergie
de déformation, la figure 4.27 montre qu’en présence de bruit les résultats obtenus avec les capteurs
ponctuels sont fortement dégradés et ne permettent pas la détection du défaut, ce qui n’est pas le cas
avec les ELB où le bruit a peu d’influence (Fig. 4.28).
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FIGURE 4.25 – Changement de l’énergie de déformation à partir des capteurs ponctuels pour des endommage-
ments de 2% et 20%, et différents niveaux de bruit (zs = 2)
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FIGURE 4.26 – Changement de l’énergie de déformation à partir des ELB pour des endommagements de 2% et
20%, et différents niveaux de bruit (zs = 2)
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FIGURE 4.27 – Changement de l’énergie de déformation en fonction du nombre de capteurs ponctuels (zs = 2)
4.5.4 Courbure de FRF
La méthode fondée sur la courbure des FRF, détaillée dans le Chapitre 2, englobe les trois premières
étapes de détection proposée par Rytter [7]. Elle utilise seulement les FRF issues des données mesu-
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FIGURE 4.28 – Variation de l’énergie de déformation en fonction du nombre d’ELB (zs = 2)
rées sur une bande de fréquence prédéterminée, sans avoir recours à une identification modale.
Par ailleurs, nous avons considéré ici que le signal d’excitation est inconnu car, durant les essais, nous
avons eu des problèmes avec le capteur de force. Ainsi, la FRF ne peut être calculée et nous avons
alors utilisé la TF en lieu et place de la FRF soit :
∆
(
TFi(ω)
)′′
=
ωfinal∑
ω=ωinitial
∣∣(TF ∗i (ω))′′ − (TFi(ω))′′∣∣ (4.9)
Maia et Silvia [8] ont constaté, en testant différents intervalles de fréquence, que la méthode fonc-
tionne mieux pour un intervalle inférieur à la première fréquence propre de la structure. Pour des
intervalles de fréquences plus larges et plus élevés en fréquences, y compris comprenant plusieurs
modes, la différence de courbure de la FRF entre l’état sain et l’état endommagé devient moins signi-
ficative.
Nous allons tester la méthode numériquement sur notre cas d’application pour évaluer son efficacité
en fonction de différents paramètres. Le modèle EF de la poutre est utilisé pour simuler les réponses
temporelles de 20 points de mesure pour une excitation par choc de la poutre saine et pour différents
cas de défaut.
Nous avons choisi le même niveau de force que lors d’un des essais expérimentaux, soit 129N appli-
quée au point xj = 578mm.
La figure 4.29 montre les transformées de Fourier obtenues à partir de l’accélération du point no 5
pour les différents états de la poutre, tracées sur une bande de fréquence [0 800] Hz.
Pour rappel, les 4 premières fréquences propres de la poutre saine sont égales à 78.83 Hz, 217.29
Hz, 425.98 Hz et 704.17 Hz.
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FIGURE 4.29 – Transformées de Fourier numériques du signal d’accélération au point no 5 pour différents états de
la poutre
4.5.4.1 Influence de l’intervalle de fréquences
Dans cette partie, afin d’étudier la sensibilité de la méthode par rapport à l’intervalle de fréquences
choisi, nous avons choisi d’appliquer la méthode pour trois bandes différentes : [0 100] Hz, [0 200]
Hz et [0 500] Hz.
Les figures 4.30(a), 4.30(b) et 4.30(c) présentent les courbures de TF obtenues pour différents niveaux
d’endommagement et différentes bandes de fréquence. Il apparaît que lorsqu’une large bande de fré-
quences est considérée dans le calcul de la différence de la courbure de TF, les résultats ne sont pas
exploitables pour détecter le défaut. Seule la première plage de fréquence choisie permet de localiser
et de quantifier le défaut (Fig. 4.30(a)).
4.5.4.2 Influence du nombre de points de mesure
En général, une des limitations principales pour l’application expérimentale des méthodes de détec-
tion d’endommagement réside dans le nombre réduit de points de mesure à cause du faible nombre
de capteurs disponibles, souvent du fait du coût de l’instrumentation (carte d’acquisition et capteurs).
D’autre part, pour les structures légères, l’ajout de nombreux capteurs sur celle-ci peut également
perturber la distribution de masse et modifier ainsi son comportement vibratoire.
Pour étudier l’efficacité de la méthode à ce sujet, trois cas ont été considérés pour les simulations
numériques : 10, 15 et 20 points de mesure, régulièrement espacés le long de la poutre. Les résultats
sont représentés sur la figure 4.31. La méthode arrive à détecter, localiser et quantifier le défaut même
avec un faible nombre de capteurs. Par ailleurs, les valeurs de courbure de TF ne sont pas déterminées
aux bords à cause du schéma de dérivation numérique.
4.5.4.3 Détection de défauts multiples
Des simulations numériques ont été réalisées afin d’appréhender la capacité de la méthode à détecter et
localiser des endommagements multiples. La poutre est discrétisée en 100 éléments finis et les signaux
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FIGURE 4.30 – Courbure de la TF pour différents niveaux d’endommagement en fonction de la bande de fréquence
choisie
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FIGURE 4.31 – Courbure de TF pour différents niveaux d’endommagement pour différentes configurations des
points de mesure - bande de fréquences étudiée [0-100] Hz
d’accélération numériques de 21 points de mesures, régulièrement espacés le long de la poutre, sont
utilisés. Les réductions de section ont été simultanément considérées sur les éléments 20 et 80 du
maillage EF.
Cas 1 : deux endommagements de même niveau
Une réduction de 10 % de la section est considérée sur les éléments 20 et 80.
Cas 2 : deux endommagements de niveau différent
Les éléments 20 et 80 sont réduits respectivement de 5% et 25 %. Lorsque plusieurs endommage-
ments sont présents, il faut rechercher tous les maxima locaux qui vont permettre d’identifier les lieux
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FIGURE 4.32 – Courbure de TF pour deux endommagements de même niveau et différents nombres de points de
mesure
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FIGURE 4.33 – Courbure de TF pour deux endommagements de niveau différent pour différents nombres de points
de mesure
Pour les deux cas de défauts multiples choisis, la méthode est capable de trouver deux maximas coïn-
cidant avec les positions réelles des défauts et de les quantifier (Fig. 4.32 et 4.33), le pic d’amplitude
plus importante correspondant bien à l’endommagement le plus sévère.
4.6 Quantification
Afin d’évaluer la capacité des méthodes précédentes à quantifier l’endommagement, les résultats pré-
sentés pour les différentes méthodes (courbure modale, flexibilité, courbure de flexibilité, ...) sont
représentés cette fois-ci sans normalisation par rapport au maximum pour chacun des points de l’axe
des abscisses (cas de défaut ou niveau de bruit). Cette représentation permet de mieux se rendre
compte de la capacité des méthodes à quantifier le défaut. En effet, l’échelle de couleurs s’accentue
dans ce cas lorsque le défaut devient plus important, ce qui est le cas pour l’ensemble des méthodes
qui sont donc capables de quantifier l’endommagement (Fig. 4.34, 4.35, 4.36). Pour la méthode fon-
dée sur l’énergie de déformation, ce critère ne peut pas être utilisé car la détection n’est pas absolue
et se fait par dépassement d’un seuil.
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FIGURE 4.34 – Quantification par la méthode de courbure modale à partir de deux types de capteurs (ponctuels et
ELB)
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FIGURE 4.35 – Quantification par la méthode de flexibilité à partir de deux types de capteurs (ponctuels et ELB)
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FIGURE 4.36 – Quantification par la méthode de courbure de flexibilité à partir de deux types de capteurs (ponc-
tuels et ELB)
4.7 Méthode du filtrage modal
Dans ce paragraphe, nous allons utiliser la méthode particulière fondée sur le filtrage modal évo-
quée dans le Chapitre 2. Pour illustrer l’efficacité du filtrage modal sur la détection de défauts pour
la poutre, nous avons supposé que l’excitation est inconnue et avons donc utilisé les transformées
de Fourier des signaux numériques (Fig. 4.37). Nous avons choisi arbitrairement les déplacements
temporels du modèle numérique de la poutre qui sont obtenus en excitant la poutre par un choc d’am-
plitude 129N à l’abscisse xj = 578mm. Le signal est échantillonné avec une fréquence égale à
10240Hz, identique à celle des essais expérimentaux. La durée du signal est Tacq = 2s.
La figure 4.38 montre le spectre issu du filtrage modal appliqué aux 6 premiers modes de la poutre
saine. Seul le mode pour lequel le filtrage modal est appliqué est présent dans le spectre, tous les
autres modes sont filtrés.
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FIGURE 4.37 – Déplacement numérique en différents points de la poutre excitée
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FIGURE 4.38 – Filtrage modal appliqué aux 6 premiers modes de la poutre E-E saine
L’application du filtrage modal obtenue après endommagement de la poutre est illustrée sur la figure
4.39.
Comme cela avait été démontré par les auteurs de la méthode [11], la présence d’un défaut va affecter
l’allure des courbes. Des pics vont apparaître au niveau des fréquences propres filtrées. Ces pics sont
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FIGURE 4.39 – Filtrage modal appliqué aux 6 premiers modes de la poutre E-E pour les différents cas de défaut
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d’autant plus importants que le filtrage modal est appliqué à un mode d’ordre élevé. L’apparition de
ces pics caractérise donc une modification de la structure qui implique que le filtrage modal, basé sur
la structure saine, n’est plus aussi efficace du fait de la modification structurale.
Par ailleurs, lorsqu’une modification globale affecte la structure, le spectre du filtre modal est décalé
en fréquence sans changement de forme, c’est-à-dire apparition de pics.
En théorie, cette technique semble efficace pour la détection de défauts. Dans le Chapitre 7, nous
utiliserons cette méthode sur les données expérimentales obtenues pour la poutre E-E.
4.8 Etude de fiabilité par les probabilités
Il est important de rappeler ce que signifie la détection pour chacune des méthodes. La détection pour
les méthodes de flexibilité, de courbure de flexibilité et de courbure modale est réalisée dès lors qu’il
existe un maximum local. Ces méthodes présentent également l’avantage de pouvoir quantifier l’en-
dommagement, les valeurs des indicateurs étant fonction du degré de sévérité de l’endommagement.
La méthode de l’indicateur d’endommagement fondée sur l’énergie de déformation ne fournit pas un
indicateur absolu, comme les méthodes précédentes. Elle introduit la notion de seuil de détection : un
endommagement est détecté si l’indicateur normalisé dépasse une valeur prédéterminée.
Pour les méthodes de flexibilité, de courbure de flexibilité et de courbure modales, si ns représente
le nombre de réponses bruitées simulées pour un niveau de bruit donné et nd le nombre de fois que
l’endommagement réel est détecté, la probabilité de détection sera donnée par [5] :
Pd =
nd
ns
(4.10)
La probabilité de fausse alarme sera donnée par le complémentaire de la probabilité de détection :
Pf = 1− nd
ns
(4.11)
Par contre, pour l’indicateur d’endommagement, le nombre de fois que l’endommagement réel est
détecté est fonction du seuil de détection zs retenu
Pd =
nd(zs)
ns
(4.12)
Le choix de ce seuil est donc primordial pour correctement identifier les endommagements. Choisi
trop faible, des endommagements fantômes (fausses alarmes) seront détectés et trop élevé, la non
détection d’endommagements effectivement présents est à craindre.
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4.8.1 Critère de classement
En statistique, la détermination de la variation d’une variable dans un système est jugée par rapport à
la valeur obtenue lorsque ce système fonctionne normalement.
Dans notre cas, la variable est l’indicateur d’endommagement étudié (différence de courbure modale,
courbure de flexibilité, ...). La variation est donc la soustraction de la valeur moyenne à la valeur
obtenue en un point i.
εxi = xi − x
où xi est la valeur de l’indicateur au point i et x la valeur moyenne de tous les points.
Afin de déterminer si un défaut est présent, il faut savoir si la variation de l’indicateur est grande par
rapport à la variance.
En analyse statistique monovariable, la présence d’une variation significative est habituellement conclue
si l’écart entre une valeur et la moyenne est plus de trois fois l’écart-type, ce qui correspond à un in-
tervalle de confiance de 95%, soit l’inéquation :
−3σxi ≤ εxi ≤ +3σxi (4.13)
où εx est la valeur du résidu de l’indicateur x par rapport à la moyenne et σx la variance.
Dans le but d’obtenir les probabilités de détection d’endommagement, nous allons considérer le bruit
numérique ajouté et le paramètre modélisant la réduction de rigidité comme deux variables aléatoires.
Afin d’étudier la performance des différentes méthodes, la méthode de Monte-Carlo est utilisée.
Dans le paragraphe suivant, nous allons expliquer brièvement le principe de la méthode. Pour plus de
détails, on se référera à [1] et à l’annexe B.
La fonction de performance et indice de fiabilité
Le problème de la fiabilité est formulé en termes de fonction de performance ou fonction d’état limite
g(X), avec g(X) = R(X)− S(X) ≤ 0 :
µg(X) = µR(X)-µS(X)
σ2g(X) = σ
2
R(X)+σ
2
S(X)
La technique de Monte-Carlo consiste à déterminer un estimateur de pf par la succession de variables
aléatoires indépendantes, pf étant la probabilité définie par :
pf = Prob[R(X) ≤ S(X)]⇒ pf = Prob[R(X)− S(X) ≤ 0] = Prob[g(X) ≤ 0]
pf = Φ
(
0− µg(X)
σg(X)
)
= Φ
(−µg(X)
σg(X)
)
La détermination de l’indice de fiabilité β permet d’accéder à une valeur approchée de pf . Il est défini
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par la relation suivante :
β = −Φ−1(pf ) = Φ
(
µg(X)
σg(X)
)
=
µR(X) − µS(X)√
σ2R(X) + σ
2
S(X)
avec Φ la loi de distribution gaussienne de moyenne nulle et d’écart-type 1. Pour chaque variable
aléatoire un β est obtenu.
4.8.2 Principe de l’étude
Des simulations de Monte-Carlo sont réalisées sur la poutre E-E endommagée pour dix cas de défaut
(de 2% à 20% par pas de 2%) et pour dix niveaux de bruit (de 0% à 10% par pas de 1%), soit pour
100 cas au total. Ceci va permettre d’évaluer la probabilité de détection des différentes méthodes vis-
à-vis du type de capteur. Les quatre premiers modes de vibration sont pris en compte pour le calcul
des différentes méthodes de détection. Ensuite, nous appliquons la condition définie en (4.13) pour
détecter la présence d’un défaut. Dans un premier temps, nous avons considérés 20 points de mesure
régulièrement espacés le long de la poutre.
4.8.3 Simulations avec ajout du bruit numérique sur les déformées modales
La réduction de section affecte la hauteur ∆h, et a été introduit sur l’élément 56 du modèle éléments
finis, soit à 395mm de l’extrémité droite de la poutre. Afin de se rapprocher du bruit des capteurs
obtenu expérimentalement (Chapitre 7), des niveaux de bruits ou perturbation p, de 0 à 10% avec un
pas de 1%, ont été ajoutés.
La réduction de section et le bruit sont alors deux variables aléatoires gaussiennes dont les caractéris-
tiques sont :
– pour la réduction de section : µred = ∆h et σred = 0.02µred
– pour le bruit ajouté : µp = p et σp = 0.15µp
Une génération de 1000 réalisations de ces variables aléatoires est donc effectuée pour chaque niveau
de bruit et chaque cas d’endommagement. Les figures 4.40(b) et 4.40(a) montrent un exemple de
courbes de densité de probabilité obtenues pour chacune deux variables (réduction de section et bruit).
Nous avons ajouté le bruit sur les déformées modales. Il peut également être ajouté sur les fréquences
propres cependant nous avons déjà démontré en 4.4.1 que les fréquences propres sont peu sensibles
aux défauts. Le bruit sera donc uniquement présent au niveau des déformées modales.
La déformée modale bruitée, φpk, est définie par :
φpk = φk · (1 + εk) (4.14)
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FIGURE 4.40 – Fonction de distribution de probabilité pour les deux variables aléatoires : réduction de section de
moyenne µred = 12% et perturbation ajoutée de moyenne µp = 6%
avec εk = N(0, σk) où σk est égal au produit de µp ± σp par le maximum de φk.
Pour les ELB et les JP, les déformées modales utilisées sont les intégrales des courbures modales et
les courbures modales respectivement.
Le tableau 4.5 montre la dispersion pour les quatre premières déformées modales obtenues à partir
des capteurs ponctuels pour 1000 réalisations avec l’addition d’un bruit gaussien de 5% de moyenne.
Capteur x (mm) ∆σ/µ(%)Mode no 1 Mode no 2 Mode no 3 Mode no 4
no 1 18 2.335 0.94 0.51 0.29
no 2 85 0.132 0.04 0.01 0.00
no 3 152 0.034 0.00 0.00 0.01
no 4 219 0.010 0.00 0.03 0.09
no 5 286 0.002 0.01 0.08 0.05
no 6 355 0.000 9.25 0.06 2.07
no 7 424 0.002 0.07 0.09 0.00
no 8 492 0.010 0.05 0.03 0.04
no 9 570 0.035 0.06 0.00 0.06
no 10 635 0.131 0.09 0.01 0.05
no 11 701 2.334 1.21 0.51 0.36
TABLEAU 4.5 – Ecarts-types pour les déformées modales obtenues par des capteurs ponctuels pour 1000 réalisa-
tions
Avant d’effectuer l’analyse de sensibilité, il est nécessaire de déterminer si le nombre de simulations
ns est suffisant pour obtenir une convergence de la moyenne et de l’écart type des variables aléatoires.
La figure 4.41 montre les résultats de l’analyse de convergence de l’indice de fiabilité β obtenu avec
la courbure modale pour les différents cas de défaut et sans ajout de bruit. On constate qu’à partir de
ns = 500, qui est un nombre de réalisations faible, β est stabilisé.
On voit que β se stabilise progressivement lorsque le nombre de réalisations de la variable aléatoire
est grand (la loi des grands nombres). Ceci implique que plus le nombre de réalisations est élevé, plus
les résultats de probabilité seront précis.
Les méthodes de courbure modale et de courbure de flexibilité ne recherchent que la variation maxi-
male. Pour certains cas, cela peut s’avérer ambigu de déterminer si ces changements indiquent des
endommagements à un ou plusieurs endroits, généralement voisins. Pour lever cette ambiguïté, nous
avons calculé les probabilités de détection en considérant un intervalle comme critère de localisation.
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FIGURE 4.41 – Indice de fiabilité β calculé pour la méthode de la courbure modale
L’intervalle a été choisi comme étant à +/− 5% de la position réelle du défaut.
Les probabilités de détection pour les différentes méthodes de détection d’endommagement et les
différents types de capteurs sont illustrées sur les figures 4.42, 4.43 et 4.44.
Pour l’ensemble des méthodes, les probabilités de détection se dégradent lorsque l’importance du dé-
faut diminue et que le niveau de bruit augmente. Les résultats montrent notamment qu’en présence de
bruit, la probabilité de détecter un endommagement avec des ELB est plus élevée que celle obtenue
par les autres types de capteurs.
2 4
6 8
1012
1416
1820
0 1 2 3 4 5 6 7 8 910
0
50
100
 
Réduction (%)Bruit (%)
 
P d
 
(%
)
0
10
20
30
40
50
60
70
80
90
(a) Capteurs ponctuels
2 4
6 8
1012
1416
1820
0 1 2 3 4 5 6 7 8 910
0
50
100
 
Réduction (%)Bruit (%)
 
P d
 
(%
)
0
10
20
30
40
50
60
70
80
90
(b) Capteurs de rotation
2 4
6 8
1012
1416
1820
0 1 2 3 4 5 6 7 8 910
0
50
100
 
Réduction (%)Bruit (%)
 
P d
 
(%
)
0
10
20
30
40
50
60
70
80
90
(c) Vecteurs propres-Jauges ponctuelles
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FIGURE 4.42 – Méthode des courbures modales avec 20 capteurs
Pour estimer les probabilités de détection et de localisation d’un endommagement dans une poutre
avec un faible nombre de capteurs, nous avons calculé les probabilités de la même manière que pré-
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(b) Capteurs de rotation
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FIGURE 4.43 – Méthode des courbures de flexibilité avec 20 capteurs
cédemment mais cette fois avec 11 capteurs seulement.
Les résultats de trois méthodes (Courbure modale, courbure de flexibilité et indicateur d’endomma-
gement) pour les différents types de capteurs sont illustrés sur les figures 4.45, 4.46 et 4.47.
On peut conclure qu’à nombre de capteurs et bruit de la chaîne d’acquisition iden-
tiques, l’utilisation d’ELB augmentera la probabilité de détection d’un endommagement.
Plus le nombre de capteurs utilisés sera faible, plus la probabilité de détecter le défaut le
sera également.
Pour se rapprocher des conditions expérimentales, il serait intéressant d’effectuer le calcul de probabi-
lités de détection et de localisation en considérant un ajout de bruit sur les signaux temporels simulés.
Cependant, générer 1000 réalisations dans ce cas est relativement coûteux en temps de calcul, notam-
ment la phase d’identification des paramètres modaux à partir des signaux numériques. Cette étude
n’a donc pas été réalisée durant la thèse.
4.9 Optimisation du placement des capteurs
L’analyse vibratoire repose sur l’acquisition de mesures vibratoires à l’aide de capteurs placés sur
la structure. La fiabilité de ces mesures est donc directement conditionnée par l’emplacement des
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(c) Jauges ponctuelles
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FIGURE 4.44 – Méthode de l’indicateur d’endommagement avec 20 capteurs (zs = 2)
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(b) Capteurs de rotation
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FIGURE 4.45 – Méthode des courbures modales avec 11 capteurs
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(b) Capteurs de rotation
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(c) Jauges ponctuelles
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FIGURE 4.46 – Méthode des courbures de flexibilité avec 11 capteurs
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(b) Capteurs de rotation
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(c) Jauges ponctuelles
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FIGURE 4.47 – Méthode de l’indicateur d’endommagement avec 11 capteurs
capteurs. Il n’est en effet pas toujours possible de se positionner au plus près de l’élément à surveiller
pour des raisons d’accessibilité. Il est donc essentiel de choisir d’autres points de mesure riches en
informations vibratoires, permettant à la fois de détecter des défauts et de suivre leur évolution dans
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le temps.
A noter que, d’un point de vue pratique, le recours à un maillage fin implique la mise en place d’un
grand nombre de capteurs et d’un système d’acquisition autorisant un transfert de données important
et coûteux. Pour cela, le recours à un schéma d’instrumentation optimal des capteurs est recommandé
dans le domaine de surveillance de santé de structure.
4.9.1 Application de la EI sur des données numériques
Les simulations sont réalisées sur le modèle EF de la poutre avec les caractéristiques répertoriées
dans le tableau 4.2. La poutre est discrétisée par 20 éléments, donc 21 nœuds avec 2 DDL par nœud
(déplacement vertical et rotation). Des capteurs ponctuels sont considérés sur les nœuds du maillage
(ddl du déplacement vertical), régulièrement répartis avec un pas de 33.5mm. La configuration de
capteurs est présentée sur la figure 4.48.
FIGURE 4.48 – Modèle EF de la poutre E-E avec 20 points
L’optimisation est menée par une stratégie itérative à partir d’une condition de convergence. Lorsque
cette condition est satisfaite, le processus d’optimisation s’arrête et le nombre de nœuds est enregistré.
L’objectif du placement de capteurs sur la poutre vise à observer les quatre premiers modes de la
poutre. Il nous faut alors au minumum 4 capteurs pour faire une identification modale correcte. Nous
avons considéré ainsi que seulement 4 capteurs sont disponibles et que nous voulons les placer judi-
cieusement sur la poutre.
A partir des données issues des simulations numériques, nous avons appliqué tout d’abord la méthode
<"Effective Independance"> recommandée par [12] et [13]. Partant d’un nombre initial de capteurs
m = 20, des cœfficients d’indépendance effective ED sont calculés. L’indice du capteur ayant la
valeur la plus faible est éliminé de la série de capteurs, puis les cœfficients ED sont recalculés avec
les modes propres réduits. Ce processus itératif s’arrête jusqu’à ce que le nombre de capteurs placés
sur la poutre soit égal à 4.
ED = [φΨ]
2.λ−1.1n (4.15)
Les résultats obtenus par l’application de la méthode sont présentés sur la figure 4.49. Les points en
rouge indiquent la position des capteurs choisis.
Les résultats obtenus par cette technique génère un espacement relativement uniforme pour les posi-
tions des capteurs le long de la poutre. Les capteurs no 5, no 9, no 13 et no 16, qui se trouvent aux
abscisses 148.4 mm, 296.8 mm, 445.3 mm et 556.6mm sont les positions optimales pour garantir
l’indépendance linéaire des modes.
A l’aide de cet algorithme de placement optimal, si l’on vise plus de modes pour un même nombre
de capteurs, c’est-à-dire quatre capteurs, le placement est alors différent.
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FIGURE 4.49 – Déformées modales de la poutre E-E avec les capteurs n◦ 5, 9, 13 et 16 choisis par la EI. Les points
en rouge indiquent les positions optimales.
4.9.2 Application de la fonction de type 1
Selon la fonction de type 1, on peut calculer la valeur de la fonction objectif avec diverses combi-
naisons. Comme cette méthode utilise toutes les combinaisons possibles de placement des capteurs,
elle est gourmande en temps de calcul. Pour cela nous avons réduit le nombre de capteurs initial à
11. Par exemple, s’il faut enlever 5 capteurs parmi les 11, il y a alors n!
(n− p)!p! =
11!
5!× 6! = 462
combinaisons à examiner. La fonction f1 devient minimale lorsque les capteurs aux nœuds 1, 3, 6,
9 et 11 sont éliminés. La combinaison optimale est obtenue pour une valeur de la fonction objectif
égale à 0.184.
Les déformées modales pour ce cas sont présentées sur la figure 4.50. Les points en rouge indiquent
les positions optimales.
4.9.3 Cas des ELB
Dans ce paragraphe, nous avons appliqué la méthode précédente, utilisant la fonction objectif de type
1, pour obtenir le placement optimal des capteurs longue base. La formule de f1 est alors modifiée
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FIGURE 4.50 – Déformées modales de la poutre E-E après élimination des capteurs 1, 3, 6, 9 et 11 choisis par la
fonction f1. Les points en rouge indiquent les positions optimales.
en remplaçant les déformées modales φk des capteurs ponctuels par les déformées modales provenant
d’une série d’ELB. La configuration initiale est composé de 20 ELB placés de manière continue entre
les nœuds du maillage EF. Nous étudions ici la similarité entre les intégrales de courbures modales de
la poutre E-E. Les déformées modales dans ce cas sont présentées sur la figure 4.51.
4.9.4 Comparaison Fonction objectif/EI
Afin de comparer les deux techniques utilisées pour le placement des capteurs, nous avons appliqué
l’EI pour la même configuration. Nous souhaitons placer 6 capteurs parmi 11 points de mesures. La
procédure fondée sur l’EI élimine dans ce cas les capteurs 1, 2, 4, 10 et 11. La figure 4.52 montre les
déformées modales obtenues.
On voit que les deux techniques ne fournissent pas le même résultat. Il convient à ce stade de noter
qu’une bonne méthode pour le placement de capteurs pour une application particulière ne l’est pas
nécessairement pour une autre.
4.9.5 Nombre optimal de capteurs selon Sazonov et al. [15]
Nous supposons ici que le nombre de capteurs initial utilisé est égal à 20 et qu’ils sont régulièrement
répartis le long de la poutre de longueur L=705 mm. L’objectif est d’évaluer si ce nombre de capteurs
est suffisant selon Sazonov et al. [15] afin d’étudier les quatre premiers modes.
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FIGURE 4.51 – Déformées modales de la poutre E-E obtenus par des ELB, après élimination des capteurs 1, 4, 6, 8
et 9 en utilisant la fonction f1. Les points en rouge indiquent les positions optimales.
La détermination de la résolution spatiale optimale dépend du bruit de mesure, comme le montre
l’équation définie dans le Chapitre 3 :
hopt =
4
√
εF4 (4.16)
Les valeurs de F4 se trouvent dans le tableau 3.1 pour le cas d’une poutre E-E et nous supposons ε
égal à 2%.
L’intervalle de résolution spatial recommandé par Sazonov [ 1
hmax
1
hmin
] est exprimé dans les expres-
sions (3.20) et (3.20).
Les résultat est répertorié dans le tableau 4.6.
4.9.6 Placement optimal dans la détection d’endommagement
Nous allons maintenant appliquer deux méthodes de détection d’endommagement sur le modèle nu-
mérique de la poutre E-E entaillée : la méthode des courbures modales et la méthode fondée sur
l’énergie de déformation modale. La poutre EF est discrétisée en 100 éléments et le défaut est situé
sur l’élément 56 donc à l’abscisse x0=391 mm. Tout d’abord, nous prenons un nombre de capteurs
ponctuels (accéléromètres) égal à 11, ce qui est le cas de la poutre expérimentale qui sera étudiée
ultérieurement, puis égal à 20. Nous souhaitons placer ces capteurs de manière optimale sur la poutre
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FIGURE 4.52 – Déformées modales de la poutre E-E obtenus par des capteurs ponctuels, après élimination des
capteurs 1, 2, 8, 10 et 11 en utilisant la EI. Les points en rouge indiquent les positions optimales.
E-E afin de détecter l’endommagement. Par ailleurs, nous nous intéresserons seulement au quatre
premiers modes.
Trois configurations de placement de capteurs sont utilisées. La première est celle utilisant la fonction
objectif de type 1 (f1) et est notée « Config.f1 », la seconde est celle utilisant l’"<EI"> et est notée
« Config. EI ». et la troisième est celle des capteurs régulièrement espacés le long de la poutre et est
notée « Config.1 ».
L’optimisation à l’aide de la fonction f1 partant de 14 capteurs capteurs ponctuels. Le tableau 4.7
reporte les abscisses des capteurs pour les trois configurations.
1 mode 2 modes 3 modes 4 modes
hopt (mm) 148 89 64 49
nopt =
L
hopt
5 8 12 15[
1
hmax
1
hmin
]
[2 15] [3 24] [4 34] [5 43]
TABLEAU 4.6 – Résolution spatiale optimale, nombre de capteurs optimal correspondant et intervalle de résolution
spatiale pour chacun des modes
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x(mm)
Config.1 Config.f1 Config.EI
no 1 0 54.23 108.46
no 2 70.50 108.46 162.69
no 3 141 162.69 216.92
no 4 211.5 216.92 271.15
no 5 282 271.15 325.38
no 6 352.5 325.38 379.62
no 7 423 379.62 433.85
no 8 493.50 488.07 488.08
no 9 564 542.31 542.31
no 10 634.50 596.53 596.54
no 11 705 650.77 650.77
TABLEAU 4.7 – Placement des capteurs ponctuels sur la poutre E-E
Les graphes des figures 4.53 et 4.54 montrent les résultats de détection d’endommagement obtenus à
partir des différentes configurations.
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FIGURE 4.53 – Méthodes de détection d’endommagement pour 11 capteurs
Les résultats montrent que les deux méthodes utilisées pour le placement optimal des capteurs per-
mettent d’améliorer la détection et la localisation du défaut par rapport à la configuration uniforme
qui est classiquement utilisée.
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FIGURE 4.54 – Méthodes de détection d’endommagement pour 20 capteurs
4.10 Conclusion
Dans la première partie du Chapitre, les capacités des différents types de capteurs à détecter et loca-
liser un endommagement ont été étudiées par des simulations numériques. Nous avons mis en avant
le fait que les déformées modales obtenues à partir de la mesure d’ELB ne sont pas les mêmes que
celles obtenues à partir des capteurs ponctuels classiques. En effet, ces derniers permettent d’obtenir
les déformées modales φk(x), tandis qu’à partir des ELB l’intégrale de la courbure modale entre les
bornes du capteur
∫ b
a
φ′′k(x) est obtenue [10].
L’efficacité de différentes méthodes, utilisant les paramètres modaux déterminés numériquement, a
été étudié en fonction du type de capteurs utilisé, du nombre de capteurs, de la sévérité du défaut et
du bruit de mesure ajouté. Nous avons trouvé que les capteurs longue base (ELB) permettent d’ob-
tenir de meilleurs résultats que les capteurs ponctuels, notamment au niveau de la localisation de
l’endommagement. En effet, nous avons remarqué que pour les méthodes nécessitant des intégrations
et des dérivations numériques (courbure de flexibilité et énergie de déformation), les erreurs sont
plus importantes et, par suite, les résultats sont moins bons surtout lorsque le nombre de capteurs est
faible. L’ajout de bruit sur les déformées modales a permis de visualiser l’impact que peuvent avoir
les dispersions des mesures expérimentales sur les résultats obtenus pour les différentes méthodes
d’endommagement. Nous avons trouvé qu’avec 2% de « bruit »(variance) additif, la détection et la
localisation à partir des capteurs ponctuels sont perturbées et ne sont plus efficaces, tandis qu’avec les
ELB la localisation est toujours possible.
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Deux méthodes particulières ont été étudiées, la courbure de TF et le filtrage modal. La courbure
de TF a montré une efficacité très intéressante pour localiser le défaut, à condition que la bande de
fréquences soit judicieusement choisie. La méthode fondée sur le filtrage modal est capable de détec-
ter un endommagement sans avoir recours à une identification modale. Des pics apparaissent sur le
spectre filtré mais il s’agit ensuite de bien différencier les modifications physiques des modifications
environnementales qu’une structure peut subir.
Afin d’estimer l’erreur associée à la méthode de détection retenue pour le SHM, des probabilités de
détection de l’endommagement ont été calculées par simulations de Monte-Carlo. Pour des défor-
mées modales bruitées et des défauts de faible valeur, les ELB sont plus aptes à localiser le défaut que
les autres types de capteurs. Il reste cependant à quantifier la précision de ces résultats concernant la
manière d’ajouter le bruit dans le modèle numérique. Il serait par exemple plus réaliste de l’ajouter
au niveau des signaux temporels.
Dans la dernière partie du Chapitre, nous avons vu tout d’abord que la détermination du placement
optimal des capteurs pour les mesures de vibrations et le SHM est utile afin d’améliorer la précision
des résultats. Nous avons ensuite présenté quelques méthodes de placement optimal. Une méthode
simple et efficace, basée sur le calcul de fonctions objectif pour le positionnement des capteurs, a été
appliquée numériquement sur la poutre E-E. Nous avons ainsi pu observer, comme déjà démontré
dans [14], que la méthode permet de fournir une configuration optimale du placement des capteurs
ponctuels et des ELB. Nous avons également appliqué deux méthodes de placement de capteurs afin
étudier leur effet sur la détection d’endommagement à partir des méthodes des courbures modales et
de l’indicateur d’endommagement. Les simulations ont montrées que l’optimisation du placement des
capteurs permettait de gagner en efficacité pour localiser un endommagement. Il aurait été intéressant
de tester d’autres méthodes et d’étudier leur effet sur les résultats obtenus pour d’autres méthodes de
détection d’endommagement, ce qui n’a pu être fait dans cette thèse faute de temps.
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Chapitre 5
Nouvelles méthodes de détection
d’endommagement
CE CHAPITRE est consacré à la présentation et l’utilisation des deux techniques dedétection d’endommagements développées dans l’équipe Dynamique et appli-
quées dans la thèse de T.T.H. Le [1]. La première méthode est fondée sur la Décom-
position en Valeurs Singulières (SVD) appliquée sur une suite de données modales
collectées. La seconde est fondée sur l’estimation analytique des variations relatives
des fréquences propres en fonction des modifications physiques de la structure.
Dans un premier temps, des rappels sont effectués afin de mieux appréhender le
principe des méthodes. Puis, nous testons ces techniques sur des données numé-
riques d’un modèle EF de poutre E-E endommagée (entaille) afin de vérifier leur
efficacité. Enfin les améliorations apportées sont présentées et les conclusions se-
ront dégagées.
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5.1 Méthode fondée sur la SVD
5.1.1 Définition de la SVD
Le procédé d’algèbre linéaire de décomposition en valeurs singulières d’une matrice (ou SVD de
l’anglais : Singular Value Décomposition) est un outil important de factorisation des matrices rec-
tangulaires réelles ou complexes. Ses applications s’étendent du traitement du signal aux statistiques.
Une matrice quelconque A de taille n×m admet une décomposition de la forme :
A = UΣV T
où U et V sont des matrices orthogonales d’ordre respectif n et m, Σ une matrice diagonale de taille
n×m contenant les éléments σ1, σ2, σ3, ..., σr appelées valeurs singulières de A (et de AT ), telles que
σ1 > σ2 > σ3 > ... > σr où r = min(m,n). Le rang r de A est égal au nombre de valeurs singulières
strictement positives. Les colonnes de V et de U forment respectivement les vecteurs singuliers droits
et gauches de A. Puisque les valeurs singulières sont rangées généralement par ordre décroissant,
l’indice i correspondant est appelé ordre de la valeur singulière.
Une interprétation géométrique est donnée par D. Kalman [2] et M. Bergmann [3]. La matrice A
de dimension n × m peut être considérée comme une collection de coordonnées de m points P1,
P2,..., Pm dans un espace vectoriel de dimension n. Quel que soit k ≤ n, on cherche une base du
sous-espace de dimension k tel que la distance quadratique moyenne de l’ensemble de ces points
à ce sous-espace soit minimisé autrement dit que
k∑
i=1
|HiPi|2 soit minimisée où Hi est la projection
orthogonale du point Pi sur le sous-espace. Le sous-espace désiré est l’espace créé par les k premiers
vecteurs singuliers à gauche de la matrice A.
5.1.2 Identification modale par la SVD
La décomposition en valeurs singulières des signaux de réponse d’une structure soumise à une exci-
tation délivrée par un ensemble de capteurs sera de la forme :
R = UΣV T (5.1)
où R peut être composé de signaux de déplacement, de vitesse, d’accéleration ou de déformation.
Dans ce cas, les vecteurs singuliers droits vont représenter les modes propres de la structure excitée
et les vecteurs singuliers gauches obtenus sont les composantes temporelles associées. Les valeurs
singulières de la diagonale de Σ constituent les valeurs propres.
5.1.3 Technique de détection de défaut par la SVD
Une nouvelle méthode de détection a été présentée dans la thèse de T.T.H. Le à l’ENPC [1] fondée
sur la SVD. L’idée de cette technique est d’appliquer la SVD sur une matrice A (Eq :5.2) représentant
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une collection de données acquises à différents instants de la vie de la structure. Chaque état de la
structure est en général représenté par ses fréquences et ses modes propres.
A = UΣV T (5.2)
La matrice A est de taille n × m avec m représentant le nombre d’essais (autrement dit le nombre
d’échantillons sur une échelle de temps donnée) et n la dimension des données modales choisies. Par
exemple pour la matrice des valeurs propres, n est le nombre de valeurs propres utilisées et pour la
matrice des déformées modales, n est le nombre de points de discrétisation de la déformée modale
(autrement dit le nombre de points de mesure ou de capteurs).
La SVD est appliquée sur la matrice A (fréquences propres ou déformées modales). Des vecteurs
singuliers gauches et droits, et des valeurs singulières sont alors obtenus. Le premier vecteur singulier
à gauche représente la " tendance principale" ou tendance globale des vecteurs colonnes de la matrice
A. Les autres vecteurs singuliers à gauche représentent des " tendances secondaires " ou tendance de
la différence des états.
La première valeur singulière σ1 et les suivantes σ2,σ3,... représentent respectivement l’importance de
la tendance principale et des tendances secondaires (en général σ1 >> σ2, σ3). Le premier vecteur
singulier à gauche représente la tendance principale de la collection des données d’une suite d’essais.
Le premier vecteur singulier à droite représente l’amplitude associée à la tendance principale et cette
amplitude est fonction des essais (ou fonction du temps au cours de la vie de la structure). Les autres
vecteurs singuliers à droite représentent l’amplitude associée aux tendances secondaires.
Pour détecter l’endommagement dans le temps, il s’agit d’utiliser les vecteurs singuliers à droite (de la
matrice des valeurs propres et de la matrice des déformées modales). Il suffit d’observer l’amplitude
en fonction du temps associée aux tendances secondaires de la matrice des valeurs propres ou de la
matrice des déformées modales. Souvent, il est possible de détecter l’instant où l’endommagement se
produit grâce à une forte variation (un saut ou une chute de la courbe de ces vecteurs en fonction du
temps).
Dans [1], l’auteur a appliqué la technique sur une collection de paramètres modaux d’un câble mono-
toron calculés par EF puis sur des données expérimentales d’un câble (540 essais : 180 pour l’état sain
et 360 pour les états endommagés). La figure 5.1 montre un exemple de courbe, l’endommagement
apparait pour l’essai numéro 180.
Cependant, pour localiser l’endommagement, les vecteurs singuliers à gauche (hormis le premier) de
la matrice des déformées modales sont utilisés. Autrement dit, nous observons les tendances secon-
daires de la collection des déformées modales d’un mode. Souvent, le défaut peut être localisé grâce
à un maximum ou un minimum de la courbe situé à l’endroit du défaut.
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FIGURE 5.1 – RSV (Right Singular Values) de la collection du quatrième mode propre [1]
5.1.4 Application sur des données numériques pour une poutre E-E
Dans un premier temps, l’efficacité de cette technique est évaluée sur des collections de données
modales générées à partir d’un modèle numérique de la poutre E-E, qui a été présenté dans le Chapitre
4. Les caractéristiques de la poutre sont répertoriées dans le tableau 5.1. La poutre est discrétisée en
100 éléments donc 101 nœuds.
Longueur (mm) 705
Largeur (mm) 40
Epaisseur (mm) 8.1
Section (mm2) 324
Inertie (mm4) 1771.5
Module d’Young (N/m2) 61.7 · 109
Masse volumique(kg/m3) 2791
TABLEAU 5.1 – Caractéristiques de la poutre E-E
L’objectif dans un premier temps est de valider les résultats de détection et de localisation obtenus
dans la thèse [1]. En second temps, nous nous intéressons à l’application de la méthode sur des collec-
tions de courbures modales obtenues par la différence finie centrée des capteurs ponctuels. Puis, elle
sera appliquée sur des collections de vecteurs propres obtenus par des capteurs longue base (ELB) afin
de vérifier si les résultats s’améliorent. Enfin, nous testons la sensibilité de cette méthode par rapport
au nombre de simulations générées pour chacun des deux états (sain et endommagé) afin d’evaluer
l’influence du nombre d’essais réalisés expérimentalement.
Nous notons φ(j)k le kème mode propre de l’essai no j. La matrice des déformées modales pour m essais
notée par Aφk est définie comme suit :
Aφk = [φ
(1)
k φ
(2)
k ... φ
(m)
k ] (5.3)
Nous effectuons 200 simulations numériques afin d’obtenir une collection de paramètres modaux
pour la poutre E-E intacte. Ici, les perturbations climatiques et l’effet du bruit de mesure que la poutre
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peut subir sont simulés par un ajout de bruit numérique sur les déformées modales et les fréquences
propres. Ce bruit est modélisé pour chaque mode k par une variable aléatoire de moyenne σ nulle et
d’écart-type ∆σ égale à 0.5% (Eq. (5.5)).
Le mode propre de la poutre à l’essai no j (j = 1, 2, ...200) s’écrit donc comme suit :
φ
(j)
k = φ
(j)
k (1 + εk) (5.4)
Pour une moyenne de 0.5%
εk = σ +∆σ.ε (5.5)
ε étant une variable aléatoire comprise entre 0 et 1. A partir de l’essai j0 = 201, un défaut est simulé.
L’endommagement est représenté comme dans les applications des méthodes précédentes, par une
réduction de section. Ici nous avons choisi l’élément 56 comme endommagé (xd = [391mm398mm])
et le défaut est modélisé par une faible perte locale de rigidité ∆EI
EI
= 3%, induite par une diminu-
tion de la largeur de la poutre. De nouvelles simulations (no 201 à no 400) sont alors effectuées. Pour
chaque réalisation, les déformées modales et les fréquences propres sont identifiées par la résolution
du problème aux valeurs propres à partir des matrices de masse et de raideur de la poutre. Pour étudier
l’influence du bruit, 200 simulations bruitées et non bruitées sont réalisées pour l’état sain et l’état
endommagé.
L’évolution des quatre premières fréquences propres pour 400 essais (200 états sains et 200 états
endommagés) est présentée sur la figure 5.2 .
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FIGURE 5.2 – Evolution des quatre premières fréquences (état sain et état endommagé) avec et sans bruit ajouté
En observant les fréquences propres directement on ne peut pas savoir l’instant où apparaît le défaut
lorsque celles-ci sont bruitées. Si on trace les déformées modales des 400 réalisations (Fig. 5.3), elles
sont toutes parfaitement superposées, et l’endommagement ne peut pas être ni détecté, ni localisé.
5.1.4.1 Application de la SVD sur la matrice des modes propres
Nous allons maintenant appliquer la SVD sur la matrice des déformées modales. Pour alléger le
manuscrit, nous avons juste présenté les résultats de l’application de la SVD sur les collections du 1er
et du 2ème mode propre.
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FIGURE 5.3 – Quatre premiers modes propres pour 400 simulations (état sain et état endommagé).
Les vecteurs singuliers à droite de la matrice formée des collections des déformées modales avec et
sans bruit sont tracés simultanément sur les graphes de la figure 5.4. En observant, les vecteurs tracés
en rouge qui représentent les données non bruitées, nous pouvons détecter le défaut en temps. Un
saut apparaît pour les deux premiers vecteurs singuliers droits à l’essai no 201. Lorsque les données
sont bruitées, le saut est plus faible c’est-à-dire que la distance verticale séparant les essais sains des
essais endommagés devient moins visible. En analysant l’évolution des vecteurs singuliers à gauche
de cette matrice (Fig. 5.5), nous pouvons localiser l’endommagement : un pic apparaît à l’abscisse
xd ≈ 390mm sur le 2ème vecteur singulier. Les premiers vecteurs donnent la tendance des déformées
modales correspondantes.
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FIGURE 5.4 – Quatre premiers vecteurs droits de la matrice des deux premières déformées modales. Les courbes
rouges indiquent les cas non bruités.
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FIGURE 5.5 – Quatre premiers vecteurs gauches de la matrice des deux premières déformées modales. Les courbes
rouges indiquent les cas non bruités.
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FIGURE 5.6 – Quatre premiers vecteurs droits de la matrice des deux premières courbures modales. Les courbes
rouges indiquent les cas non bruités.
5.1.4.2 Application de la SVD sur la matrice des courbures modales
Maintenant nous allons tester la méthode sur la matrice des courbures modales, obtenues par la diffé-
rence finie centrée des déformées modales bruitées et non bruitées fournies par les capteurs ponctuels
(Eq. (2.11)). Sur la figure 5.6, nous remarquons qu’en présence du bruit le saut n’est plus visible
entre les essais à l’état sain et les essais à l’état endommagé. Par contre, on remarque que l’élément
endommagé est mieux localisé qu’avec les déformées modales (Fig. (5.7)), comme déjà démontré par
la méthode fondée sur la différence de courbure modale entre un état sain et un état endommagé, les
erreurs de dérivation numérique amplifient les dispersions et handicapent la localisation, comme le
montre le 4ème vecteur singulier droit (Fig. 5.7(b)).
5.1.4.3 Application de la SVD sur les vecteurs propres des ELB
Nous allons maintenant appliquer la SVD sur une collection des intégrales de courbures modales
mesurées directement par des ELB. Sur la figure 5.8, un saut bien net apparaît à partir de l’essai
no 201, sans et avec bruit ajouté. On voit également sur la figure 5.9 que la localisation en espace du
défaut est plus précise dans le cas des courbures modales, surtout lorsque les données sont bruitées.
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FIGURE 5.7 – Quatre premiers vecteurs gauches de la matrice des deux premières courbures modales. Les courbes
rouges indiquent les cas non bruités.
Ceci revient au fait qu’un ELB mesure directement les courbures [8] alors qu’un capteur ponctuel
classique nécessite des dérivations numériques pour aboutir à la coubure modale, ce qui augmente les
erreurs lorsqu’il y a du bruit.
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FIGURE 5.8 – Quatre premiers vecteurs droits de la matrice des deux premiers vecteurs propres pour les ELB. Les
courbes rouges indiquent les cas non bruités.
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FIGURE 5.9 – Quatre premiers vecteurs gauches de la matrice des deux premiers vecteurs propres obtenus pour
les ELB. Les courbes rouges indiquent les cas non bruités.
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5.1.4.4 Influence du nombre d’essais
Le nombre d’essais pour les méthodes de détection statistiques est un paramètre essentiel qui peut
influencer énormément la qualité des résultats d’identification d’endommagement. Les figures 5.10
et 5.11 montrent les vecteurs singuliers droits et gauches obtenus par l’application de la SVD sur
une collection de déformées modales fournies par 20, 50, 100 et 200 simulations bruitées pour l’état
endommagé de la poutre et non bruitées pour son état sain.
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(c) Mode 1 - 200 simulations
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FIGURE 5.10 – Quatre premiers vecteurs droits de la matrice de la 1ère déformée modale pour 40, 100 200 et 400
simulations
On voit que la technique n’est pas nécessairement plus performante lorsque le nombre de réalisations
augmente. Avec peu d’essais pour chaque état (20 simulations), un saut apparaît toujours sur les vec-
teurs droits à partir du 1er essai de l’état endommagé.
Nous allons maintenant nous intéresser à tester l’efficacité de la méthode par rapport au nombre d’es-
sais nécessaire pour l’état endommagé. Nous considérons tout d’abord que seulement 20 réalisations
sont effectuées sur l’état intact de la poutre E-E numérique.
La figure 5.12 présente les vecteurs propres singuliers provenant de la SVD appliquée sur la collec-
tion des deux premières déformées modales pour 40 simulations bruitées (1% de bruit ajouté sur les
modes propres) : 20 états sains - 20 états endommagés. Un saut apparaît bien à l’essai no 21.
Ensuite, la SVD est appliquée sur des collections provenant de 20+ns simulations, ns étant le nombre
de simulations de l’état endommagé. Par exemple sur la figure 5.13, pour 21 réalisations, une chute
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(a) Mode 2 - 40 simulations
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(c) Mode 2 - 200 simulations
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FIGURE 5.11 – Quatre premiers vecteurs gauches de la matrice de la 2ème déformée modale pour 40, 100 200 et 400
simulations
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(b) Mode 2 - 40 simulations
FIGURE 5.12 – Quatre premiers vecteurs droits de la matrice des deux premières déformées modales pour 40 si-
mulations : 20 états sains - 20 états endommagés avec 1% de bruit
apparaît toujours à l’essai no 21. Donc le défaut est encore détectable.
Avec 5 essais pour l’état endommagé (Fig. 5.14), les résultats s’améliorent puisque nous arrivons à
visualiser des valeurs presque stables à partir de l’essai no 21 sur les deux premiers vecteurs singuliers
droits, ce qui confirme l’apparition d’un défaut à cet instant.
Nous imposons maintenant un niveau de bruit plus élevé, soit 2% ajouté sur les déformées modales
propres, afin de s’approcher au mieux des conditions experimentales. 20 + ns simulations sont géne-
rées à nouveau. Les graphes des figures 5.15, 5.16 et 5.17 montrent qu’en présence d’un niveau de
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FIGURE 5.13 – Quatre premiers vecteurs droits de la matrice des deux premières déformées modales pour 21 si-
mulations : 20 états sains - 1 état endommagé avec 1% de bruit
0 10 20 30
−20.006
−20.004
−20.002
−20
−19.998
1st RSV, σ1=27.298
N° simulation
Am
pl
itu
de
 (x
 10
−
2 )
0 10 20 30
−50
0
50
2nd RSV, σ2=0.001041
N° simulation
Am
pl
itu
de
 (x
 10
−
2 )
0 10 20 30
−40
−20
0
20
40
3rd RSV, σ3=0.00050789
N° simulation
Am
pl
itu
de
 (x
 10
−
2 )
0 10 20 30
−50
0
50
4th RSV, σ4=0.00045384
N° simulation
Am
pl
itu
de
 (x
 10
−
2 )
(a) Mode 1 - 25 simulations
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FIGURE 5.14 – Quatre premiers vecteurs droits de la matrice des deux premières déformées modales pour 25 si-
mulations : 20 états sains - 5 états endommagés avec 1% de bruit
bruit de mesure élevé, 20 simulations sont insuffisantes pour détecter une modification structurelle
dans la poutre E-E.
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FIGURE 5.15 – Quatre premiers vecteurs droits de la matrice des deux premières déformées modales pour 21 si-
mulations : 20 états sains - 1 état endommagé avec 2% de bruit
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FIGURE 5.16 – Quatre premiers vecteurs droits de la matrice des deux premières déformées modales pour 25 si-
mulations : 20 états sains - 5 états endommagés avec 2% de bruit
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FIGURE 5.17 – Quatre premiers vecteurs droits de la matrice des deux premières déformées modales pour 40 si-
mulations :20/état sain - 20/état endommagé avec 2% de bruit
En résumé, on peut dire que la technique fondée sur la SVD est capable de détecter et
localiser les endommagements lorsque les paramètres modaux utilisés sont peu bruités. Par
contre, lorsque les paramètres modaux sont sujets à un bruit de mesure élevé, l’efficacité
de la méthode dépendra énormément du nombre d’essais réalisés expérimentalement. Une
analyse de sensibilité plus poussée serait intéressante à réaliser dans des travaux ultérieurs
à cette thèse en fonction du nombre de simulations, du bruit de mesure et aussi de la sévérité
du défaut. Ceci permettra de déterminer les les interdépendances entre les paramètres afin
de trouver les paramètres optimaux pour la détection d’endommagements.
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5.2 Méthode fondée sur les variations relatives des fréquences
Dans ce paragraphe, nous allons tout d’abord présenter un rappel de la méthode développée par T.T.H.
Le [1]. Cette méthode est fondée sur les variations relatives des fréquences propres entre deux états :
état de référence et état modifié. Lorsque des modifications de masse et de raideur sont localisées
(entaille ou fissure), une estimation au premier ordre est cependant utilisée afin de détecter, localiser
et quantifier ces modifications. Seules les fréquences propres, les déformées modales correspondantes
ainsi que les deux premières dérivées de l’état sain et les fréquences propres de l’état endommagé sont
supposées connues.
T.T.H. Le a supposé dans sa thèse afin de localiser l’endommagement que les changements de tension
sont connus, et juste les modifications de masse et de raideur sont inconnues. Ici, une estimation
des variations relatives des fréquences est réalisée en considérant que les modifications de tension,
de masse et de raideur sont inconnues. Nous présentons ensuite une application sur des données
numériques. L’objectif est d’évaluer la capacité de la méthode pour la détection et la localisation d’un
endommagement puis de quantifier les modifications physiques (masse, raideur) que la structure a
subies.
5.2.1 Estimation analytique de la variation des paramètres modaux
Lorsque le défaut apparaît, la rigidité et la masse linéique sont modifiées et sont respectivement notées
E˜I(x) et µ˜(x). {
E˜I(x) = EI(x) + ∆EI(x)
µ˜(x) = µ(x) + ∆µ(x)
(5.6)
De plus, si la poutre est sous tension, T˜ = T + ∆T . Les changements de rigidité, de masse et aussi
de tension entraînent une perturbation des valeurs propres λn et des modes propres φn :{
φ˜n(x) = φn(x) + ∆φn(x)
λ˜n(x) =λn(x) + ∆λn(x)
(5.7)
Une approximation au premier ordre de la variation des paramètres modaux pour de petites perturba-
tions ∆EI(x), ∆µ(x) est donnée par [4, 5] :
λ˜nµ˜nφ˜n − λnµnφn ≈ λnµn∆φn + (∆λnµn + λn∆µn)φn (5.8)
Une approximation au premier ordre est également exprimée pour de petites perturbations ∆T par :
T˜ φ˜n − Tφn = T˜∆φn +∆Tφn ≈ T∆φn +∆Tφn (5.9)
L’équation aux valeurs propres d’une poutre modifiée avec tension s’écrit :
(E˜I(x)φ˜′′n(x))
′′ − T˜ φ˜′′n(x)− λnµ˜(x)φ˜n(x) = 0 (5.10)
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avec les mêmes conditions aux bords qu’à l’état sain :
- Bi-appuyée : φ˜n(0) = φ˜n(L) = 0 et φ˜′′n(0) = φ˜′′n(L) = 0.
- Bi-encastrée : φ˜n(0) = φ˜n(L) = 0 et φ˜′n(0) = φ˜′n(L) = 0.
Pour toute fonction u(x) ayant les mêmes conditions aux bords, nous avons :∫ L
0
(
E˜I(x)φ˜′′n(x)u
′′(x) + T˜ φ˜′n(x)u
′(x)− λ˜nµ˜(x)φ˜n(x)u(x)
)
dx = 0 (5.11)
En choisissant u(x) = φ˜n(x), l’équation (Eq :5.11) se réécrit :∫ L
0
E˜I(x)φ˜′′2n (x)dx+ T˜
∫ L
0
φ˜′2n (x)dx = λ˜n
∫ L
0
µ˜(x)φ˜2n(x)dx (5.12)
En négligeant les termes d’ordre supérieur et en utilisant les équations (5.6) et (5.7), l’équation (5.12)
devient :∫ L
0
∆EI(x)φ′′2n (x)dx+ 2
∫ L
0
EI(x)∆φ′′n(x)φ
′′
n(x)dx+∆T
∫ L
0
φ′2n (x)dx+ 2T
∫ L
0
∆φ′n(x)φ
′
n(x)dx =
∆λn
∫ L
0
µ(x)φ2n(x)dx+ λn
∫ L
0
∆µ(x)φ2n(x)dx+ 2λn
∫ L
0
µ(x)∆φn(x)φn(x)dx
(5.13)
On suppose que la variation ∆φn(x) peut se décomposer sur la base des modes propres du système à
l’état sain ∆φn(x) =
∞∑
k=1
αnkφk(x). Nous aurons donc :
∫ L
0
EI(x)∆φ′′n(x)φ
′′
n(x)dx+ T
∫ L
0
∆φ′n(x)φ
′
n(x)dx = λn
∫ L
0
∆φn(x)φn(x)dx (5.14)
Nous en déduisons alors :∫ L
0
∆EI(x)φ′′2n (x)dx+∆T
∫ L
0
φ′2n (x)dx−λn
∫ L
0
∆µ(x)φ2n(x)dx = ∆λn
∫ L
0
µ(x)φ2n(x)dx (5.15)
Le cœfficient γn est défini par :
γn = ξ
2L2
∫ L
0
φ′′2n (x)dx∫ L
0
φ′2n (x)dx
= ξ2
L2||φ′′2n ||22
||φ′2n ||22
(5.16)
avec ξ =
√
EI
TL2
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En utilisant l’équation (5.16), l’expression (5.15) peut se réécrire de la manière suivante :
∆λn
λn
≈ 1
(1 + γn)
∆T
T
+
γn
1 + γn
∫ L
0
∆EI(x)φ′′n(x)
2dx∫ L
0
EI(x) (φ′′n(x))
2 dx
−
∫ L
0
∆µ(x)φ2n(x)dx∫ L
0
µ(x)φ2n(x)dx
(5.17)
Ce qui mène à l’expression de la variation relative des fréquences suivante :
∆fn
fn
≈
 11 + γn∆TT + γn2(1 + γn)
∫ L
0
∆EI(x)φ′′2n (x)dx∫ L
0
EI(x)φ′′2n (x)dx
− 1
2
∫ L
0
∆µ(x)φ2n(x)dx∫ L
0
µ(x)φ2n(x)dx
 (5.18)
avec fn =
√
λn
2π
et γn le cœfficient qui représente le rapport entre la rigidité modale due à EI et celle
due à la tension T
Lorsque la taille du défaut ∆L est suffisamment petite, nous supposons que φn(x) et φ′′n(x) sont
constants pour x ∈ [x0 − ∆L2 x0 + ∆L2 ]. Nous déduisons donc :
∆fn
fn
≈ 1
2
[
1
(1 + γn)
∆T
T
+
γn
1 + γn
∫ L
0
∆EI(x)dx
EIL
.
Lφ′′2n (x0)
‖φ′′n‖22
−
∫ L
0
∆µ(x)dx
µL
Lφ2n(x0)
‖φn‖22
]
(5.19)
De plus, le cas où les variations ∆EI(x) et ∆µ(x) sont supposées de la forme d’une fenêtre rectan-
gulaire, l’équation (5.19) devient :
∆fn
fn
≈ 1
2
[
1
1 + γn
∆T
T
+
γn
1 + γn
∆EI∆L
EIL
Lφ′′2n (x0)
‖φ′′n‖22
− ∆µ∆L
µL
Lφ2n(x0)
‖φn‖22
]
(5.20)
Nous trouvons que pour un même défaut de rigidité, la variation relative des fréquences
∣∣∣∣∆fnfn
∣∣∣∣ atteint
la valeur maximale (ou minimale) lorsque le défaut est concentré sur un ventre (ou un nœud) de la
courbure modale correspondante φ′′n(x). De même, pour un défaut de masse,
∣∣∣∣∆fnfn
∣∣∣∣ atteint la valeur
maximale (ou minimale) lorsque le défaut est concentré sur un ventre (ou un nœud) du mode corres-
pondant φn(x).
Pour plus de détails se référer à la thèse de T.T.H. Le [1].
5.2.2 Localisation pour une poutre avec ∆µ(x) et ∆EI(x)
Pour une poutre sans tension (T=0 et ∆T = 0), l’estimation de la variation relative des fréquences
∆fn/fn pour un modèle de poutre avec une perturbation locale de masse ∆µ(x) et une perturbation
locale de rigidité ∆EI(x) à la position x0, et un défaut de petite taille ∆L << L, s’écrit comme suit :
∆fn
fn
≈ 1
2
[
∆EI∆L
EIL
Lφ′′2n (x0)
‖φ′′n‖22
− ∆µ∆L
µL
Lφ2n(x0)
‖φn‖22
]
(5.21)
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La variation relative des fréquences peut s’écrire alors :
∆fn
fn
≈ Gn(x0)∆EI∆L
EIL
−Hn(x0)∆µ∆L
µL
(5.22)
avec Gn(x) =
1
2
Lφ′′2n (x)
||φ′′n||22
et Hn(x) =
1
2
Lφ2n(x)
||φn||22
.
Pour deux fréquences différentes n 6= m, nous avons :
∆fn
fn
≈ Gn(x0)∆EI∆L
EIL
−Hn(x0)∆µ∆L
µL
(5.23)
∆fm
fm
≈ Gm(x0)∆EI∆L
EIL
−Hm(x0)∆µ∆L
µL
(5.24)
La quantité ∆µ∆L
µL
est éliminée en combinant les équations (5.23) et (5.24) :
∆fn
fn
Hm(x0)− ∆fm
fm
Hn(x0) ≈ ∆EI∆L
EIL
(Gn(x0)Hm(x0)−Gm(x0)Hn(x0)) (5.25)
De même, on écrit l’expression (5.25) pour un autre couple de fréquences n 6= k :
∆fn
fn
Hk(x0)− ∆fk
fk
Hn(x0) ≈ ∆EI∆L
EIL
(Gn(x0)Hk(x0)−Gk(x0)Hn(x0)) (5.26)
La quantité ∆EI∆L
EIL
est éliminée à son tour à l’aide des équations (5.25) et (5.26) :
∆nHm(x0)−∆mHn(x0)
∆nHk(x0)−∆kHn(x0) ≈
Gn(x0)Hm(x0)−Gm(x0)Hn(x0)
Gn(x0)Hk(x0)−Gk(x0)Hn(x0) (5.27)
avec ∆m =
∆fm
fm
, ∆n =
∆fn
fn
et ∆k =
∆fk
fk
.
On définit alors la fonction F par :
Fn,m,k(x) = [∆nHm(x)−∆mHn(x)] [Gn(x)Hk(x)−Gk(x)Hn(x)]
− [∆nHk(x)−∆kHn(x)] [Gn(x)Hm(x)−Gm(x)Hn(x)]
Fn,m,k(x) est nul pour x = x0.
Ainsi, avec trois fréquences propres mesurées, pour localiser le défaut, il faut chercher x0 qui mini-
mise Fn,m,k(x) soit x0 = Argmin (F1,2,3(x)).
En utilisant différents triplets (n,m, k) de fréquences, on dispose de multiples informations redon-
dantes pour déterminer x0. En pratique, avec l premières fréquences mesurées (l ≥ 3), pour localiser
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le défaut, nous cherchons x0 qui minimise :
Ql(x) =
∑
1<n,m,k<l
|Fn,m,k(x)|
Pour chaque valeur de x, les fonctions Ql(x) croissent avec le niveau d’importance de l’endommage-
ment et aussi avec le nombre des fréquences utilisées l.
5.2.3 Localisation pour une poutre avec ∆T , ∆µ(x) et ∆EI(x)
Dans ce paragraphe, nous considérons que la poutre est soumise à une variation de tension ∆T , des
perturbations de masse ∆µ(x) et de raideur ∆EI(x). Les modifications physiques sont induites par
un endommagement de taille ∆L << L. Dans ce cas, il y a trois inconnues.
La variation relative des fréquences va s’écrire alors :
∆fn
fn
≈ βn∆T
T
+Gn(x0)
∆EI∆L
EIL
−Hn(x0)∆µ∆L
µL
(5.28)
avec : Gn(x) =
γn
2(1 + γn)
Lφ′′2n (x)
||φ′′n||22
, Hn(x) =
1
2
Lφ2n(x)
||φn||22
, βn =
1
2(1 + γn)
et γn le cœfficient
défini dans (Eq. (5.16))
L’équation (5.28) se réécrit donc pour quatre fréquences différentes n 6= m 6= k 6= p :
∆fn
fn
≈ βn∆T
T
+Gn(x0)
∆EI∆L
EIL
−Hn(x0)∆µ∆L
µL
(5.29)
∆fm
fm
≈ βm∆T
T
+Gm(x0)
∆EI∆L
EIL
−Hm(x0)∆µ∆L
µL
(5.30)
∆fk
fk
≈ βk∆T
T
+Gk(x0)
∆EI∆L
EIL
−Hk(x0)∆µ∆L
µL
(5.31)
∆fp
fp
≈ βp∆T
T
+Gp(x0)
∆EI∆L
EIL
−Hp(x0)∆µ∆L
µL
(5.32)
Il faut donc résoudre un système de quatre équations à trois inconnues, c’est-à-dire avoir quatre équa-
tions compatibles pour trois inconnues. Cela consiste à calculer le déterminant, qui vaut zéro pour
x = x0, formé par les cœfficients ∆ =
∆f
f
, G, H et β. On définit la fonction Fn,m,k,p(x) par :
Fn,m,k,p(x) =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∆p(x) −βp(x) −Gp(x) Hp(x)
∆k(x) −βk(x) −Gk(x) Hk(x)
∆m(x) −βm(x) −Gm(x) Hm(x)
∆n(x) −βn(x) −Gn(x) Hn(x)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Pour localiser le défaut, il faut chercher x0 qui minimise Fn,m,k,p(x). La valeur x0 minimisant |Fn,m,k,p(x)|
est définie par un quadruplet de fréquences (m,n, k et p). Donc, avec 4 fréquences propres me-
surées avant et après modification de masse, de raideur et de tension dans la poutre, et connaissant
les déformées modales correspondantes avec leur dérivées, il est possible d’évaluer la valeur x = x0
comme x0 = Argmin (F1,2,3,4(x)).
En pratique, avec l premières fréquences mesurées (l ≥ 4), pour localiser le défaut, nous cherchons
x0 qui minimise :
Ql(x) =
∑
1<n,m,k,p<l
|Fn,m,k,p(x)|
5.2.4 Application sur des données numériques de la poutre E-E
Dans cette partie, nous effectuons des simulations numériques pour l’état sain et différents états en-
dommagés en modifiant la masse linéique de ∆µ et la rigidité en flexion de ∆EI .
Le modèle est celui de la poutre en aluminium bi-encastrée déjà implémentée numériquement dans
les études précédentes et dont les caractéristiques sont répertoriées dans le tableau 5.1.
Comme pour les simulations réalisées par T.T.H. Le dans sa thèse [1], un modèle EF de 500 éléments
est considéré d’où 501 nœuds, chaque nœud ayant 2 degrés de liberté (déplacement vertical et ro-
tation). La taille de l’élément sera ld = 1.41mm. Les sept premiers modes sont pris en compte. Ce
choix est arbitrairement adopté car T.T.H. Le avait remarqué que le nombre de points n’a pas d’effet
sur la qualité des résultats.
5.2.4.1 Cas de défaut et paramètres modaux
Etat Réduction Profondeur Hauteur Inertie Raideur Variation de raideur Variation de masse
no (%) h0(mm) h(mm) I · 103(mm4) EI · 105(GPa.m4) ∆EI∆L
EIL
(%)
∆µ∆L
µL
(%)
0 0 0.00 8.10 1.771 1.095 0 0.000
1 0.5 0.04 8.06 1.745 1.078 0.299 0.001
2 1 0.08 8.02 1.719 1.062 0.594 0.002
3 1.5 0.12 7.98 1.693 1.046 0.887 0.003
4 2 0.16 7.94 1.667 1.030 1.176 0.004
5 2.5 0.20 7.90 1.642 1.015 1.463 0.005
6 3 0.24 7.86 1.617 0.999 1.747 0.006
7 3.5 0.28 7.82 1.592 0.984 2.027 0.007
8 4 0.32 7.78 1.567 0.969 2.305 0.008
9 4.5 0.36 7.74 1.543 0.954 2.580 0.009
10 5 0.41 7.70 1.519 0.939 2.853 0.010
TABLEAU 5.2 – Caractéristiques des différents cas d’endommagement simulés
Le défaut a été modélisé par une réduction de la section de l’élément fini n◦227, donc à l’abscisse
321mm, qui représente une entaille avec ∆L = 1.41mm. Cette réduction, affectant l’épaisseur de la
poutre, va entraîner une perte d’inertie locale ∆EI et une perte de section, donc une perte de masse
locale ∆µ. Le tableau 5.2 reporte les différentes caractéristiques des défauts simulés. Les valeurs im-
pliquent qu’une entaille affectant l’épaisseur d’une poutre induit une perte de rigidité plus importante
en pourcentage qu’une perte de masse.
La figure 5.18 montre les sept premières déformées modales de la poutre intacte et le tableau 5.3
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Mode Saine 0.5% de réduction 2% de réduction
fn f˜n
∆fn
fn
(10−3%) f˜n
∆fn
fn
(10−3%)
no 1 78.8282 78.8273 -1.142 78.8250 -5.201
no 2 217.2924 217.2918 -0.276 217.2903 -1.151
no 3 425.979 425.973 -1.619 425.951 -8.569
no 4 704.1664 704.1613 -0.724 704.1452 -3.820
no 5 1051.9031 1051.8923 -1.027 1051.8579 -5.457
no 6 1469.1870 1469.1681 -1.286 1469.1083 -6.799
no 7 1956.0182 1956.0087 -0.4857 1955.9785 -2.572
TABLEAU 5.3 – Sept premières fréquences propres de la poutre E-E saine et avec défaut
reporte les sept premières fréquences propres de la poutre saine et endommagée obtenues par la réso-
lution du système aux valeurs propres.
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FIGURE 5.18 – Sept premières déformées modales de la poutre E-E
5.2.4.2 Localisation et quantification de la sévérité du défaut
On suppose dans ce cas que la tension est nulle. Il n’y a donc qu’une perturbation de masse ∆µ(x) et
de raideur ∆EI(x). La variation relative de fréquence va alors s’écrire :
∆fn
fn
≈ Gn(x0)∆EI∆L
EIL
−Hn(x0)∆µ∆L
µL
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Afin de localiser la modification structurale, nous avons besoin d’au moins trois modes, et nous de-
vons chercher l’abscisse x0 du minimum de la fonction Ql(x) définie par :
Ql(x) =
∑
1<n,m,k<l
|Fn,m,k(x)| (5.33)
où l est le nombre de modes utilisés et avec
|Fn,m,k(x)| =
[
∆fn
fn
Hm(x)− ∆fm
fm
Hn(x)
]
[Gn(x)Hk(x)−Gk(x)Hn(x)]
−
[
∆fn
fn
Hk(x)− ∆fk
fk
Hn(x)
]
[Gn(x)Hm(x)−Gm(x)Hn(x)]
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FIGURE 5.19 – Qn(x) pour les différents nombre de modes une modification de 2% autour de x0 = 0.320m. Le
trait noir en pointillé indique la position réelle du défaut.
La figure 5.19 illustre la fonction Qn(x) avec n = 3, 4, ...7 et pour le cas de défaut no 4 représentant
une réduction de section de 2%. Le minimum est obtenu avec une bonne précision à partir de 4 modes,
alors qu’avec 3 modes on observe deux minimums dont un qui se situe autour de x0 = 0.320m. A
partir de n = 4, on peut observer que la précision de la localisation de x0 augmente avec n. La figure
5.20 montre que la méthode a également réussi à localiser les petits défauts.
Afin de quantifier l’importance de l’endommagement, nous avons calculé ||Qn||∞ pour toutes les
entailles réalisées. La figure 5.21 montre que ||Qn||∞ augmente régulièrement avec l’importance du
défaut pour les différents n.
Afin d’évaluer le poids de chacun des deux termes de la fonction F à minimiser, nous avons tracé
tout d’abord les deux courbes G(x) et H(x) sur la figure 5.22 pour les 7 premiers modes. Les deux
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FIGURE 5.20 – Qn(x) obtenus pour une modification de 0.5% autour x0 = 0.320m. Le trait noir en pointillé in-
dique la position réelle du défaut.
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FIGURE 5.21 – ||Qn||∞ en fonction de la réduction de section
courbes sont cependant du même ordre de grandeur pour tous les modes sauf pour le 1er mode où on
voit que H(x) est plus important que G(x).
Ensuite, nous avons présenté les fonctions G(x)∆EI∆L
EIL
et H(x)
∆µ∆L
µL
pour différencier le poids
de chacun des deux termes avec les modifications de masse et de rigidité obtenues pour le 4ème cas de
défaut (Fig. 5.23). On voit que le terme avec G(x) est plus important que celui avec H(x), ceci est dû
à la variation de raideur qui est plus élevée que celle de masse.
5.2.4.3 Quantification des modifications ∆EI∆L
EIL
et
∆µ∆L
µL
En pratique, les changements de masse ou de rigidité sont inconnus. Nous nous intéressons alors dans
ce paragraphe au problème de la quantification de l’endommagement à partir des paramètres modaux
des états sain et endommagé.
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FIGURE 5.22 – G et H pour les 6 premiers modes. Le trait noir en pointillé indique la position réèlle du défaut.
Nous avons vu dans la partie précédente que la méthode est capable de localiser le défaut en utilisant
les variations relatives des fréquences, les déformées modales et leurs deux premières dérivées. Par
conséquent, une fois la position de l’endommagement connue, à partir de l’expression (5.22) de ∆fn
fn
,
il est possible de résoudre le problème suivant :
G1(x0) −H1(x0)
G2(x0) −H2(x0)
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
Gn(x0) −Hn(x0))

×

∆EI∆L
EIL
∆µ∆L
µL
 =

∆f1/f1
∆f2/f2
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
∆fn/fn

où n est le nombre de modes étudiés.
Les fonctions G et H sont obtenues analytiquement en utilisant les déformées et courbures modales
de la structure intacte (ou état de référence). Pour estimer les valeurs de ∆EI et ∆µ, le problème
est mis sous la forme matricielle A.X = B. Ceci consiste simplement à résoudre un système de n
équations linéaires à 2 inconnues ∆EI∆L
EIL
et
∆µ∆L
µL
au sens des moindres carrés.
L’opérateur \ résout le système de manière à trouver les Xi qui minimisent la somme des carrés des
résidus. Dans ce cas, on aura :
S = Argmin
(
n∑
i=1
(B − A)2
)
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FIGURE 5.23 – Gn(x)
∆EI∆L
EIL
et Hn(x)
∆µ∆L
µL
pour les 6 premiers modes et pour le 4ème cas de défaut. Le trait
noir en pointillé indique la position réèlle du défaut.
Réduction (%)
(
∆EI∆L
EIL
)estimee
.10−2 (%)
(
∆EI∆L
EIL
)EF
.10−2 (%)
(
∆µ∆L
µL
)estimee
.10−2 (%)
(
∆µ∆L
µL
)EF
.10−2 (%)
0 0.00 0.00 0.00 0.00
0.5 0.26 0.30 0.05 0.10
1 0.57 0.59 0.16 0.20
1.5 0.83 0.89 0.21 0.30
2 1.20 1.18 0.36 0.40
2.5 1.50 1.46 0.44 0.50
3 1.85 1.75 0.56 0.60
3.5 2.19 2.03 0.66 0.70
4 2.51 2.31 0.72 0.80
4.5 2.84 2.58 0.80 0.90
5 3.22 2.85 0.93 1.00
TABLEAU 5.4 – Variations de rigidité et de masse estimées et obtenues par EF pour une modification autour de
x0 = 0.320m
Le tableau 9.7 reporte les valeurs de variation de masse et de rigidité estimées par l’expression de la
variation relative des fréquences et obtenues par EF. On remarque que les valeurs estimees sont assez
proches de celles du modèle EF.
Dans les expériences, on cherche souvent à corréler avec un modèle. Plus généralement, on cherche
à vérifier que deux grandeurs x et y sont reliées par une loi du type y = f(x) où f est une fonction
dépendant d’un certain nombre de paramètres. Cependant, pour estimer la corrélation entre l’essai
et le calcul, on cherche à savoir dans quelle mesure les données expérimentales s’accordent avec
une loi linéaire. Sur la figure 5.24 les droites de régression linéaire entre les valeurs EF et esti-
mées, construites par la méthode des moindres carrés, sont tracées. Cette technique cherche la mi-
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nimisation de la somme quadratique des résidus ei, c’est-à-dire que S =
n∑
1
e2i soit minimale avec
ei = yi − axi − b.
On remarque que ces droites s’ajustent bien au nuage de points formé par les valeurs de variation de
rigidité 5.24(a) et de masse 5.24(b) de la poutre E-E pour les 10 cas de défauts. La droite de régression
est de la forme : y = a.x. Le cœffcient de corrélation R est très voisin de 1 (Tab. 5.5).
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FIGURE 5.24 – Droites de régression linéaire : raideur et masse
Modification a R2
∆EI∆L
EIL
-1.135 0.9975
∆µ∆L
µL
-0.946 0.9948
TABLEAU 5.5 – Estimation des paramètres a et R2
5.2.4.4 Problème inverse
Nous faisons maintenant la démarche inverse. Connaissant les pertes de masse et de raideur locales
ainsi que la position du défaut x0, les n déformées modales et leurs deux premières dérivées, nous
avons calculé les n variations relatives de fréquences par l’équation (5.34).
∆fn
fn
≈ 1
2
[
∆EI∆L
EIL
Lφ′′2n (x0)
||φ′′n||22
− ∆µ∆L
µL
Lφ2n(x0)
||φn||22
]
(5.34)
Le tableau 5.6 montre les 6 premières fréquences obtenues. Un faible écart est obtenu entre les valeurs
estimées et les valeurs identifiées par EF. Nous pouvons dire alors que la méthode est capable de
fournir de manière assez précise les fréquences propres d’une structure si le changement de raideur,
de masse linéique et la position de ce changement sont prédéterminés.
5.2.4.5 Localisation du défaut avec prise en compte de ∆T , ∆µ(x) et ∆EI(x) et quantification
Pour vérifier l’efficacité de la méthode proposée pour une poutre sous tension subissant des variations
simultanées de tension, de rigidité et de masse, nous avons réalisé une étude sur le même modèle
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Mode ∆fn
fn
estimee
(10−3%) ∆fn
fn
EF
(10−3%)
no 1 3.364 4.059
no 2 0.868 0.966
no 3 6.193 6.784
no 4 2.895 3.011
no 5 3.846 4.297
no 6 5.116 5.357
TABLEAU 5.6 – Les variations relatives des 6 premières fréquences propres de la poutre E-E
EF que précédemment (poutre en aluminium E-E). Celle-ci est supposée avoir une entaille et une
modification de tension inconnue ∆T .
La variation relative de fréquence va s’écrire alors :
∆fn
fn
≈ βn∆T
T
+Gn(x0)
∆EI∆L
EIL
−Hn(x0)∆µ∆L
µL
avec Gn(x) =
γn
2(1 + γn)
Lφ′′2n (x)
||φ′′n||22
, Hn(x) =
1
2
Lφ2n(x)
||φn||22
, βn =
1
2(1 + γn)
et γn = ξ2
L2||φ′′2n ||22
||φ′2n ||22
La tension initiale choisie est T = 2000N et T˜ = 1980N , soit ∆T
T
= −1%. Pour alléger cette partie,
un seul cas de défaut est imposé, soit 2% de réduction de section. Les huit premières fréquences
propres calculées sont reportées dans le tableau 5.7.
Mode Saine Modifiée
fn f˜n
∆fn
fn
(%)
no 1 87.139 87.05838 -0.092
no 2 228.902 228.7881 -0.050
no 3 438.865 438.712 -0.035
no 4 717.766 717.609 -0.022
no 5 1065.953 1065.772 -0.017
no 6 1483.546 1483.320 -0.015
no 7 1970.601 1970.423 -0.009
no 8 2527.1510 2526.813 -0.013
TABLEAU 5.7 – Les 8 premières fréquences propres et variations relatives correspondantes de la poutre E-E saine
et endommagée
Dans ce cas, il y a donc trois inconnues : ∆T , ∆EI et ∆µ. Pour localiser la modification, on cherche
à minimiser la fonction Qn(x) définie dans le paragraphe 5.2.3 qui dépend des l premières fréquences
propres (l ≥ 4), des déformées modales correspondantes et de leurs deux premières dérivées. La
fonction Qn(x) et la fonction normalisée Qˆn(x) sont tracées sur la figure 5.25 pour différents n,
(n = 4, 5, 6, 7, 8).
Deux minima symétriques sont observés. Ceci est dû au fait que les termes sont au carré dans les
expressions et à la symétrie du problème, les modes propres et leurs dérivées étant des fonctions
symétriques par rapport au centre de la poutre. Un de ces minima se trouve à x0 = 0.320m qui
est la position réelle du défaut. Il est clair que la localisation devient précise à partir de n = 6, 6
premiers modes pris en compte. Le tableau 5.8 reporte les valeurs des variations de raideur et de
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FIGURE 5.25 – Graphes deQn(x) et Qˆn(x) de la poutre sous tension avec une modification autour de x0 = 0.320m.
Le trait noir en pointillé indique la position réèlle du défaut.
masse estimées par l’expression de la variation relative des fréquences analytique et celles calculées
par EF. Les valeurs sont assez proches, ce qui confirme la performance de la technique et sa capacite
a quantifier les modifications.
Modification Estimation EF erreur %
x0 (m) 0.320 0.320 0(
∆EI∆L
EIL
)
(%) -0.0120 -0.0118 1.7(
∆µ∆L
µL
)
(%) -0.0037 -0.0040 7.5(
∆T
T
)
(%) -0.991 -1 1
TABLEAU 5.8 – Modifications estimées et EF pour une réduction de 2% de section et une variation de tension
La technique fondée sur les variations relatives des fréquences a pu localiser un dé-
faut sur un modèle numérique de poutre soumis à une perturbation de tension. L’estimation
analytique a permis également de quantifier les modifications de masse, de raideur et de
tension connaissant la position du défaut, les fréquences propres saines et endommagées,
les déformées modales de la poutre saine et les deux premières dérivées correspondantes.
Nous allons maintenant tester la méthode en supposant que l’état de la poutre est inconnu mais en
supposant qu’elle est endommagée. Nous avons alors deux inconnues : ∆EI∆L
EIL
et
∆µ∆L
µL
. Par
contre, les fréquences propres utilisées sont celles d’une poutre qui a subi une modification de tension,
de masse et de raideur. Le but de cette analyse est d’observer l’allure de la fonction Qn(x) avec
(n ≥ 3) estimées avec l’expression prenant en compte seulement un défaut de masse et de raideur
(Eq. (5.35)) afin de déterminer si nous obtenons toujours une valeur minimale x0.
∆fn
fn
≈ Gn(x0)∆EI∆L
EIL
−Hn(x0)∆µ∆L
µL
(5.35)
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FIGURE 5.26 – Graphes de Qn(x) et Qˆn(x) de la poutre avec une modification autour de x0 = 0.320m et utilisant
les fréquences obtenues avec une variation de tension en plus. Le trait noir en pointillé indique la
position réèlle du défaut.
Sur la figure 5.26, on remarque qu’il n’y a pas de valeurs qui minimisent la fonction Qn(x) sauf pour
n = 3 où la valeur minimale se trouve en x0 = 0.287m qui n’est pas la valeur exacte de l’entaille.
On peut conclure dans ce cas que la poutre n’a pas seulement subi une variation de raideur et de
masse, mais qu’une modification de tension peut être présente et donc que l’estimation de la variation
relative des fréquences doit prendre en compte la variation de tension.
Pour valider ce résultat, nous avons tenté de quantifier ces modifications en utilisant la position obte-
nue x0 = 0.287m dans l’estimation. Le tableau 5.9 reporte les valeurs estimées et obtenues par EF.
Modification Estimation EF erreur %
position x0 (m) 0.287 0.320 10.3(
∆EI∆L
EIL
)
(%) 0.115 -0.0118 197.46(
∆µ∆L
µL
)
(%) 0.1476 -0.0040 102.71
TABLEAU 5.9 – Modifications estimées et obtenues par EF pour une poutre supposée sans variation de tension
Nous allons maintenant tester la méthode en supposant que la poutre n’est soumise qu’à une pertur-
bation de tension, sans aucun défaut localisé. Soit T = 2000N la tension initiale et ∆T
T
= −1%. Le
but de cette étude est d’observer l’allure de la fonction Qn(x) estimée pourr un défaut de masse et de
raideur, et une variation de tension (Eq. (5.28)). La figure 5.27 montre les fonction Qn(x) et Qˆn(x).
On voit que les fonctionsQn(x) et Qˆn(x) possèdent différents minima qui ne se stabilisent pas lorsque
n augmente. Les graphes permettent de conclure qu’il n’y a pas de défaut localisé.
En résumé, la technique est capable de prévoir si une poutre endommagée a subi
également un changement de tension. L’estimation de la variation relative des fréquences
utilisant la variation de masse et de rigidité locale a permis de prédire qu’il y a également
une perturbation de tension dans la poutre.
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FIGURE 5.27 – Graphes de Qn(x) et Qˆn(x) de la poutre sous tension sans défaut
5.3 Conclusion
Dans ce Chapitre, les résultats trouvés avec la méthode de détection et de localisation utilisant la SVD
concordent avec ceux obtenus dans [1]. L’auteur a démontré que la localisation par la méthode utili-
sant la SVD ne donne pas de bons résultats sur un câble sous tension lorsque le nombre de capteurs
n’est pas suffisant. Nous avons réussi, à partir des données numériques, à détecter le défaut en temps
(vecteurs singuliers droits) et en espace (vecteurs singuliers gauches) en utilisant une collection de
paramètres modaux de la poutre saine et endommagée. Par ailleurs, nous avons montré que les vec-
teurs gauches obtenus par l’application de la SVD sur une collection de courbures modales localisent
le défaut de manière plus précise qu’avec les déformées modales. Il a d’ailleurs été démontré que le
changement des courbures modales est plus sensible aux endommagements que le changement des
déformées modales. Lorsque la SVD est appliquée sur une collection de vecteurs propres obtenus par
des ELB, la localisation est meilleure.
D’autre part, en testant la technique en fonction du nombre de simulations realisées, nous avons trouvé
que la détection en temps reste possible pour un faible nombre d’essais lorsque les données modales
utilisées ne sont pas sujettes au bruit. Nous avons démontré en effet, que la présence d’un bruit de
mesure élevé nécessite la réalisation d’un nombre d’essais plus important afin de détecter un endom-
magement. Toutefois, cette technique exige un post-traitement des données issues de chaque essai
(identification modale), et est donc coûteuse en temps.
Par ailleurs, la méthode fondée sur les variations relatives des fréquences entre deux états, sain et
modifié, a prouvé son efficacité sur des simulations numériques. Celle-ci suppose la connaissance
des fréquences propres des deux états, des modes propres et des deux premières dérivées de l’état
sain. Lorsque des modifications (de masse et de raideur) de taille ∆L << L sont localisées autour
d’un point d’abscisse x0, les estimations analytiques des variations relatives des fréquences propres
permettent de construire une fonction positive qui possède un minimum en x = x0. La procédure de
localisation est fondée sur la recherche du point minimisant cette fonction. Cette technique a réussi à
localiser avec précision et à évaluer la sévérité d’endommagement de différentes tailles sur une poutre
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E-E soumise ou non à une variation de tension. Ensuite, l’efficacité de la méthode a été vérifiée en
quantifiant les modifications de masse et de rigidité que la poutre a subies. En effet, à partir des
fréquences propres, des déformées modales analytiques, des deux premières dérivées et de la position
du défaut, les variations ∆EI∆L
EIL
et
∆µ∆L
µL
sont estimées avec une bonne précision. Cependant, la
robustesse de la méthode reste à juger sur des essais expérimentaux.
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Chapitre 6
Modèle EF pour le comportement vibratoire
d’une poutre trouée
CE CHAPITRE est consacré à la présentation de quelques modèles de défaut (en-taille, fissure, trou) pour les poutres. En effet, une fissure, au sens strict du
terme, n’est pas le seul type de défaut présent dans une structure, et pour une poutre
dans notre cas. Différentes discontinuités de forme comme les entailles et les trous
peuvent être également présentes. Par exemple, l’identification de la présence d’un
trou est très importante car il affecte énormément l’état de santé d’un élément de
structure.
Ce Chapitre s’attache à formuler, par un modèle EF, les matrices de masse et de
raideur élémentaires ainsi que les variations de masse et de rigidité d’une poutre
E-E trouée en flexion. Dans un premier temps, des rappels sur les différents modèles
d’endommagement sont présentés afin de mieux appréhender les phénomènes mis en
jeu. Ensuite, des simulations numériques sont réalisées et permettent d’obtenir les
matrices de masse et de raideur d’une poutre avec un trou.
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6. MODÈLE EF POUR LE COMPORTEMENT VIBRATOIRE D’UNE POUTRE TROUÉE
6.1 Problème mécanique
Les techniques de contrôle non destructives sont des techniques très utiles car les informations sont
obtenues sans endommager la structure. L’analyse modale en est un exemple car elle est utilisée pour
détecter les endommagements dans les structures, en particulier dans le cas de poutres fissurées.
Dans [1], les auteurs ont étudié le comportement dynamique d’une poutre encastrée trouée en utilisant
une technique d’impact écho comme méthode de détection non destructive.
6.2 Modélisation d’un défaut dans une poutre
On définit un défaut dans une structure par un changement des propriétés géométriques ou des proprié-
tés du matériau mais il peut aussi apparaître sous la forme d’un changement au niveau des conditions
aux limites (encastrement) et/ou des connections entre les différents éléments. On peut simplifier le
problème et dire que les variations du module d’Young E, simulent une hétérogénéité ou un vieillis-
sement du matériau alors qu’une variation du moment quadratique de la section I , représente une
dégradation ou un changement de section. De plus, pour des matériaux comme le bois par exemple,
la densité ρ peut varier du fait de la dégradation du matériau liée aux insectes.
On peut donc modéliser l’endommagement de plusieurs manières. Dans la plupart des études, il est
simulé soit par une diminution locale du module d’Young (et donc de la rigidité de flexion EI), soit
par un changement abrupte de la section (diminution locale du moment quadratique et donc aussi de
EI). En général, une réduction de la section d’un élément fini représente une entaille qui peut être
appliquée symétriquement de part et d’autre de l’axe neutre, entraînant ainsi une réduction de rigidité
locale. L’équation du déplacement y(x, t) d’une poutre d’Euler-Bernoulli est décrite en détails dans
[2]. Les déformées modales d’une poutre de longueur L sont obtenues par la résolution de l’équation
(6.1) :
φ(x) = A1cosh(λx) + A2sinh(λx) + A3cos(λx) + A4sin(λx) (6.1)
où λ = 4
√
ω2m
EI
avec ω la pulsation propre de la poutre, E le module d’Young, I le moment quadra-
tique de la section et m la masse linéique. Pour une poutre homogène, E, I et m sont constants.
Pour une poutre endommagée, Dado [3] propose de diviser la déformée en deux segments (Eq.6.2 et
(Eq. (6.3)) : une avant l’endommagement et l’autre après, la continuité étant assurée à la position du
défaut par 4 relations de compatibilité.
On a pour 0 ≤ x ≤ xd
φ1(x) = A11cosh(λx) + A12sinh(λx) + A13cos(λx) + A14sin(λx) (6.2)
et pour xd ≤ x ≤ L
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FIGURE 6.1 – Poutre avec une fissure
φ2(x) = A21cosh(λx) + A22sinh(λx) + A23cos(λx) + A24sin(λx) (6.3)
Les relations de continuité et de discontinuité sont les suivantes :
1. La continuité de la déformée au niveau du défaut :
φ1(xd) = φ2(xd)
2. La discontinuité de la rotation au niveau du défaut :
∂φ1(xd)
∂x
− ∂φ2(xd)
∂x
=
σC
1− CL
∂2φ2(xd)
∂x2
3. La continuité des moments au niveau du défaut :
EI
∂2φ1(xd)
∂x2
= EI
∂2φ2(xd)
∂x2
4. La continuité des contraintes de cisaillement au niveau du défaut :
EI
∂3φ1(xd)
∂x3
= EI
∂3φ2(xd)
∂x3
où xd, C et σ représentent respectivement la position de l’endommagement, son importance et sa
largeur caractéristique, avec xd mesuré à partir de l’extrémité gauche.
Les cœfficients A1i et A2i des équations (6.2) et (6.3) sont obtenus en utilisant les relations des condi-
tions aux limites. La procédure consiste à résoudre un système de huit équations linéaires à huit
inconnues. Les fréquences propres seront solutions de [4] :
sin(λL)sinh(λL)+
σCLλ
2(1− C)sin(xdλ)sin[(xd−L)λ]sinh(λL)−sinh(xdλ)sinh[(xd−L)λ]sin(λL) = 0
(6.4)
Les fréquences propres sont fonction de la largeur caractéristique du défaut σ, de sa position xd et
de son importance C [4]. De plus, les modes propres de la poutre endommagée sont obtenus par les
équations (6.2), (6.3) et les équations de compatibilité :
φ1(x) = A13
(
(sin(λx) +
sin(λL)sinh[λ(L− xd)]sinh(λx)
sin[λ(L− xd)]sinh(λL)
)
(6.5)
pour 0 ≤ x ≤ xd
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φ2(x) = A13
sin(λL)
(
cosh[λ(xd + L− x)]− cosh[λ(xd − L+ x)]
)
2sin[λ(L− xd)]sin(λL)
+A13
sinh(λL)
(
cos[λ(xd − L+ x)]− cos[λ(xd + L− x)]
)
2sin[λ(L− xd)]sin(λL)
(6.6)
pour xd ≤ x ≤ L
Dans la littérature [5], deux approches classiques sont utilisées pour modéliser une fissure dans une
poutre :
– Dans la première approche (Fig. 6.2(a)), la fissure est simulée par la modification (généralement
la réduction) de la rigidité dans la zone endommagée qui est influencée par la fissure. Les auteurs
négligent souvent la perturbation locale de la masse. L’équation vibratoire de la poutre à l’état
endommagé s’écrit alors :
ρS(x)
∂2v(x, t)
∂t2
+
∂2
∂x2
(
EI(x)
∂2v(x, t)
∂x2
)
= p(x, t) (6.7)
où EI(x) est la rigidité de la poutre à l’état endommagé.
– Dans la deuxième approche (Fig. 6.2(b)), la poutre est séparée en deux parties par la fissure. Deux
sections au niveau de la fissure (correspondant aux 2 parties de la poutre) sont liées et un ressort de
tension (avec une flexibilité cb à l’endroit où se trouve l’endommagement) est utilisé pour modéli-
ser la perte de rigidité due à la fissure.
La réponse vibratoire v(x, t) doit respecter la continuité (x ∈ [0, L]) de déplacement, de moment
et de l’effort tranchant et de discontinuité de la rotation.
Par conséquent, les modes propres φn(x) doivent respecter les conditions suivantes :
φn(x
+
d ) = φn(x
−
d ), φ
′′
n(x
+
d ) = φ
′′
n(x
−
d ), φ
′′′
n (x
+
d ) = φ
′′′
n (x
−
d )
φ′n(x
+
d )− φ′n(x−d ) = cbEIφ′′n(xd)
La flexibilité cb dépend des caractéristiques du matériau (cœfficient de Poisson ν), de la forme, de la
taille de fissure et aussi de la forme de la section de la poutre.
Majkut [6][7] a développé les problèmes de modifications structurelles d’une poutre par un ajout de
masse ou d’un support élastique. Il a également étudié le modèle d’une poutre fissurée et a utilisé un
ressort pour modéliser la fissure. De plus, il a développé la solution du problème inverse qui permet
de trouver les masses additionnelles et leur positions sur la poutre à partir d’une certaine fréquence
propre désirée après la modification. Cependant, la précision des résultats de quantification dépendent
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(a) Réduction de la rigidité EI dans la zone
influencée par la fissure
(b) Ressort de tension à l’endroit de la fis-
sure
FIGURE 6.2 – Modèles simples pour modéliser la fissure dans la poutre
fortement de la qualité de la mesure de fréquence.
6.3 Modélisation EF d’une poutre d’Euler-Bernoulli avec un trou
La détermination de la présence d’un trou dans une structure est très importante. Nous allons alors
présenter dans cette section le modèle d’une poutre d’Euler-Bernoulli comportant un trou.
6.3.1 Equation aux dérivées partielles
Nous nous intéressons à étudier numériquement, à partir d’un modèle EF, le comportement dyna-
mique d’une poutre bi-encastrée homogène avec un trou.
Pour déterminer la rigidité résiduelle d’une poutre comportant un trou, il est nécessaire de calculer le
moment quadratique I d’une poutre rectangulaire saine de section b× h (b la largeur de la poutre et h
son épaisseur) :
I =
bh3
12
En général, deux cas principaux se posent pour les poutres trouées : le premier cas est celui est
d’une poutre totalement percée parallèlement au sens de la force alors que pour le second l’axe du
trou est perpendiculaire à l’excitation. Quand la poutre possède un trou dont l’axe est parallèle à
l’excitation, comme le montre la figure 6.3 [8], la position de l’axe neutre reste la même mais le
moment quadratique de la section de la poutre, I∗, au centre du trou est calculé par l’expression :
I∗ =
(b−D)h3
12
avec D le diamètre du trou.
En d’autres termes, la perte de rigidité sera proportionnelle au diamètre du trou.
FIGURE 6.3 – Plaque en bois percée avec l’axe du trou parallèle à l’excitation [8]
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L’équation aux dérivées partielles décrivant le comportement vibratoire de la poutre, linéaire sans
amortissement, s’écrit comme suit :
ρS(x)
∂2v(x, t)
∂t2
+ E
∂2
∂x2
(
I(x)
∂2v(x, t)
∂x2
)
= 0 (6.8)
avec les différentes conditions aux bords :
- Cas encastré - encastré :
v(0, t) = 0 , v(L, t) = 0 ,
∂v(0, t)
∂x
= 0 ,
∂v(L, t)
∂x
= 0
- Cas appuyé - appuyé :
v(0, t) = 0 , v(L, t) = 0 ,
∂2v(0, t)
∂x2
= 0 ,
∂2v(L, t)
∂x2
= 0
où v(x, t) est le déplacement de la poutre à l’abscisse x et à l’instant t ; ρS(x) et EI(x) sont res-
pectivement la masse linéique et la rigidité en flexion qui sont variables.
En utilisant la méthode de séparation des variables, v(x, t) = φk(x)q(t), l’équation différentielle du
4ème ordre pour le mode propre φk(x) s’écrit comme suit :
(I(x)φ′′k(x))
′′ − λ2kS(x)φk(x) = 0 (6.9)
avec λ2k =
ω2k.ρ
E
, ρ et E étant constants.
Les conditions aux bords sont :
- Cas appuyé - appuyé : φk(0) = φk(L) = 0 et φ′′k(0) = φ′′k(L) = 0
- Cas encastré - encastré : φk(0) = φk(L) = 0 et φ′k(0) = φ′k(L) = 0
6.3.2 Calcul de la section et du moment quadratique
Soit C le cercle formant le trou de centre P :[xd, 0]. L’équation du cercle est de la forme (x − a)2 +
(y − b)2 = R2 avec a et b les coordonnées du centre du cercle et R son rayon.
Dans notre cas, soit (O,x,y) le repère orthonormé comme indiqué sur la figure 6.4, l’équation du cercle
en fonction de x va s’écrire :
y(x)2 = R2 − (x− xd)2
On a alors en chaque point x sur la longueur de l’élément endommagé, la section S(x) et le moment
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FIGURE 6.4 – Poutre percée avec l’axe du trou parallèle à l’excitation
quadratique I(x) qui valent :
S(x) = [b− 2y(x)].h (6.10)
I(x) = [b− 2y(x)].h
3
12
(6.11)
pour xd −R ≤ x ≤ xd +R
et I(x) = I et S(x) = S (constants) pour x > xd +R et x < xd −R .
Nous allons maintenant illustrer le cas de la poutre bi-encastrée trouée. Une discrétisation éléments
finis de la poutre avec les hypothèses d’Euler-Bernoulli est faite : chaque élément de la poutre possède
deux nœuds i et j comportant deux degrés de liberté par nœud, un déplacement vertical et une rotation.
Les matrices de raideur et de masse élémentaires sont donc de dimension 4× 4.
6.3.3 Fonctions de forme
Pour un problème de poutre en flexion, dont la déformée est un polynôme de degré trois, la fonction
d’interpolation suivante est proposée :
v(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x
3 (6.12)
Les constantes a0, a1, a2 et a3 sont obtenues en fonction de la valeur des degrés de liberté aux nœuds
1 et 2, soient (v1, θ1) et (v2, θ2) :
v(0) = v1, v(l) = v2
v′(0) = θ1, v
′(0) = θ2
Ces quatre conditions permettent d’écrire le système de quatre équations à quatre inconnues permet-
tant de calculer les constantes a0, a1, a2 et a3. Sous forme matricielle, nous voyons apparaître les
fonctions de formes Φ :
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(
v(x, t)
θ(x, t)
)
=
1− 3x
2
l2
+
2x3
l3
x− 2x
2
l
+
x3
l2
3x2
l2
− 2x
3
l3
−x
2
l
+
x3
l2
−6x
l2
+
6x2
l3
1− 4x
l
+
3x2
l2
6x
l2
− 6x
2
l3
−2x
l
+
3x2
l2


v1(t)
θ1(t)
v2(t)
θ2(t)

Soient :
Φ11(x) = 1− 3x
2
l2
+
2x3
l3
Φ12(x) = x− 2x
2
l
+
x3
l2
Φ13(x) =
3x2
l2
− 2x
3
l3
Φ14(x) = −x
2
l
+
x3
l2
d’où v(x, t) = Φ11(x)v1(t) + Φ12(x)θ1(t) + Φ13(x)v2(t) + Φ14(x)θ2(t).
Pour plus de détails, se référer à [9].
6.3.4 Construction des matrices élémentaires
La forme intégrale du Principe des Travaux Virtuels (PTV) [10], nous donne :∫
Ω
ρ~¨v. ~δvdV = −
∫
Ω
EIε.δεdV +
∫
Ω
~f. ~δvdV +
∫
S
~T .~δvdS (6.13)
avec ~v le champ des déplacements, ~δv le champ des déplacements virtuels et ~¨v le champ des accélé-
rations.
Sur chaque élément, nous utilisons l’approximation nodale pour exprimer ~¨v et ~δv. Ainsi, le produit
scalaire s’écrit maintenant : ∫
Ω
ρ~¨v. ~δvdV = δvTMev¨ (6.14)
avec Mij la matrice élémentaire définie par :
Mij =
∫
l
ρSΦi(x)Φj(x)dx (6.15)
et v¨(x, t) =
∂2v(x, t)
∂t2
= Φ11(x)v¨1(t) + Φ12(x)θ¨1(t) + Φ13(x)v¨2(t) + Φ14(x)θ¨2(t)
Par ailleurs, le calcul de la déformation repose sur l’hypothèse d’Euler-Bernoulli :
[ε] = ε11 = −y∂
2v(x, t)
∂x2
(6.16)
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et l’écriture sous forme matricielle donne :
[ε]=-y
[
− 6
l2
+
12x
l3
− 4
l
+
6x
l2
6
l2
− 12x
l
− 2
l
+
6x
l2
] 
v1
θ1
v2
θ2

La relation de comportement est réduite à :
[σ] = E[ε] (6.17)
Les termes de la matrice de raideur élémentaire se calculent à partir de l’expression :
Kij =
∫
l
EIΦ′′i (x)Φ
′′
j (x)dx (6.18)
Dans le cas d’une poutre saine linéaire, la section et le moment quadratique sont constants le long de
la poutre. Les différents termes Kij (i, j = 1 à 4) de la matrice de rigidité élémentaire se calculent par
l’expression :
Kij = EI
∫ l
0
Φ′′1i(x)Φ
′′
1j(x)dx (6.19)
avec Φ′′1i(x) et Φ
′′
1j(x) les dérivées secondes des fonctions de forme no i et no j et l la longueur de
l’élément.
La matrice de raideur élémentaire de la poutre saine est donc :
Ke =
EI
l3

12 6l −12 6l
6l 4l2 −6l 2l2
−12 −6l 12 −6l
6l 2l2 −6l 4l2

et les differents termes Mij (i, j = 1 à 4) de la matrice de masse élémentaire se calculent par l’expres-
sion :
Mij = ρS
∫ l
0
Φ1i(x)Φ1j(x)dx (6.20)
avec Φ1i(x) et Φ1j(x) les fonctions de forme no i et no j.
La matrice de masse élémentaire de la poutre saine est donc :
Me =
ρS
420

156 22l 54 −13l
22l 4l2 13l −3l2
54 13l 156 −22l
−13l −3l2 −22l 4l2

Pour le cas endommagé, nous considérons un trou de diamètre D défini sur une seule maille, comme
le montre la figure 6.5. Le diamètre du trou est donc inférieur ou égal à la taille de l’élément.
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Le moment quadratique et la section sont constants sur les éléments sains de la poutre, I = bh
3
12
et
S = b× h, alors qu’ils sont variables sur la longueur de l’élément de la poutre troué.
FIGURE 6.5 – Elément fini avec un trou
La matrice de raideur pour l’élément de la poutre troué sera calculée par :
K∗ij = EI
∫ xd−R
0
Φ′′i (x)Φ
′′
j (x)dx+E
∫ xd+R
xd−R
I(x)Φ′′i (x)Φ
′′
j (x)dx+EI
∫ l
xd+R
Φ′′i (x)Φ
′′
j (x)dx (6.21)
où I(x) est le moment quadratique variable, suivant x, de l’élément endommagé défini par la formule
(6.22), xd est la position du centre du trou choisie égale à l2 et R son rayon.
I(x) =
b(x)× h3
12
(6.22)
b(x) étant la largeur en tout point x de l’élément de la poutre troué.
La matrice de masse pour l’élément de la poutre troué sera calculée par :
M∗ij = ρS
∫ xd−R
0
Φi(x)Φj(x)dx+ ρ
∫ xd+R
xd−R
S(x)Φi(x)Φj(x)dx+ ρS
∫ l
xd+R
Φi(x)Φj(x)dx (6.23)
où S(x) est la section variable suivant x de l’élément endommagé définie par :
S(x) = b(x)× h
6.3.5 Calcul de b(x) par interpolation de Lagrange
Afin de simplifier le calcul de l’intégrale, les interpolations de Lagrange [11] ont été utilisées pour
évaluer l’expression de b(x).
Les polynômes hi(x), pour i = 0 ... n, sont définies par :
hi(x) =
(x− x0)(x− x1) ... (x− xi−1)(x− xi+1)... (x− xn)
(xi − x0)(xi − x1) ... (xi − xi−1)(xi − xi+1)... (xi − xn) (6.24)
Le numérateur de chacun de ces polynômes est un produit de n termes (x − xk) et est donc un
polynôme de degré n. Le dénominateur est une constante. Par exemple, pour 3 réels donnés distincts,
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on a :
h0(x) =
(x− x0)(x− x1)
(x0 − x1)(x0 − x2) (6.25)
h1(x) =
(x− x2)(x− x0)
(x1 − x0)(x1 − x2) (6.26)
h2(x) =
(x− x0)(x− x1)
(x2 − x0)(x2 − x1) (6.27)
d’où :
b(x) = h0(x)× b(x0) + h1(x)× b(x1) + h2(x)× b(x2) (6.28)
Pour la construction des matrices globales, il suffit de faire l’assemblage des matrices de raideur et de
masse élémentaires en fonction de la table de connectivité.
6.4 Application numérique
6.4.1 Description
La modélisation EF a été implémentée sous Matlab. La poutre de section saine, S = b × h, dont les
caractéristiques sont répertoriées dans le tableau 6.1 est discretisée en 50 éléments finis, le modèle
comprend donc 51 nœuds. Ce choix est adopté pour que la longueur de l’élément ne soit pas trop
petite, soit l = 14.1mm, de manière à avoir D le diamètre du trou inférieur ou égal à la taille de
l’élément.
Longueur (mm) 705
Largeur (mm) 40
Epaisseur (mm) 8.1
Section (mm2) 324
Inertie (mm4) 1771.5
Module d’Young (N/m2) 61.7 · 109
Masse volumique(kg/m3) 2791
TABLEAU 6.1 – Caractéristiques de la poutre E-E
Le trou se trouve sur l’élément 23 du maillage. Pour une configuration de 20 capteurs, les abscisses
des points de discrétisation de la poutre ne correspondant pas tout à fait à celles des capteurs, une
interpolation par spline est alors effectuée. Pour tous les cas, le trou se trouve au niveau du capteur
no 9. Le diamètre du trou varie de 2mm à 10mm avec un pas de 2mm. Le trou se trouve sur un
seul élément. Ce choix de diamètre est imposé du fait de l’expérimentation qui sera présentée aux
Chapitres 7 et 9. Le tableau 6.2 montre les caractéristiques de la poutre avec les trous de différents
diamètres.
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Cas
Diamètre Largeur (b) Inertie élémentaire Raideur élémentaire Variation de raideur locale Variation de masse locale
D(mm) b(mm) I(mm5) EI(GPa.m5)
∆EI
EI
(%)
∆µ(%)
µ
0 0 40 2.498 · 104 1, 544 · 106 0 0
1 2 38 2.486 · 104 1, 536 · 106 0,473 0,473
2 4 36 2.450 · 104 1, 514 · 106 1,891 1,891
3 6 34 2.392 · 104 1, 478 · 106 4.261 4.261
4 8 32 2.309 · 104 1, 427 · 106 7,565 7,565
5 10 30 2.203 · 104 1, 361 · 106 11,820 11,820
TABLEAU 6.2 – Caractéristiques des 5 cas simulés
6.4.2 Matrices élémentaires
Les matrices de masse et de raideur élémentaires des éléments sains du maillage sont celles définies
en (6.23) et (6.21) alors que les matrices élémentaires de l’élément troué sont obtenues par les expres-
sions définies en 6.3.4.
Détermination de la largeur b(x) de l’élément endommagé
Dans notre cas, pour déterminer l’expression de b(x), 3 points sont connus :
• x0 = l
2
−R b(x) = b ;
• x1 = l
2
b(x) = b− 2R ;
• x2 = l
2
+R b(x) = b ;
Le calcul de b(x) est défini par :
b(x) = h0(x)× b(x0) + h1(x)× b(x1) + h2(x)× b(x2) (6.29)
Ci-dessous des exemples de matrices élémentaires saines et endommagées obtenues.
Matrices élémentaires de raideur et de masse saine
Ke =
EI
l

0.06 0.43 −0.06 0.43
0.43 4.00 −0.43 2.00
−0.06 −0.43 0.06 −0.43
0.43 2.00 −0.43 4.00
 Me = ρSl

0.37 0.73 0.13 −0.43
0.73 1.88 0.43 −1.41
0.13 0.43 0.37 −0.73
−0.43 −1.41 −0.73 1.88

Matrice élémentaires de raideur et de masse pour un trou de 6mm de diamètre
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K∗e =
EI
l

0.06 0.42 −0.06 0.42
0.42 3.94 −0.42 2.03
−0.06 −0.42 0.06 −0.42
0.42 2.03 −0.42 3.94
 M∗e = ρSl

0.36 0.70 0.12 −0.40
0.70 1.77 0.40 −1.30
0.12 0.40 0.36 −0.70
−0.40 −1.30 −0.70 1.77

6.4.3 Pertes de masse et de rigidité dues au trou
La perte de rigidité ∆EI est égale au rapport entre la rigidité de la poutre intacte et celle lorsque la
poutre est percée.
∆EI(%) =
EI − EI∗
EI
=
I − I∗
I
× 100 (6.30)
I∗ est le moment quadratique d’un élément de la poutre endommagé.
I∗ = I × (l −D) +
∫ l
2
+R
l
2
−R
I(x)dx
De la même manière, la perte de masse ∆M est égale au rapport entre la masse de la poutre intacte et
celle lorsque la poutre est trouée.
∆M(%) =
ρS − ρS∗
ρS
=
S − S∗
S
× 100 (6.31)
S∗ étant la section de l’élément de la poutre endommagé :
S∗ = S × (l −D) +
∫ l
2
+R
l
2
−R
S(x)dx
On peut remarquer à partir des expressions (6.30) et (6.31), que les pertes de rigidité et de masse sont
égales en pourcentage puisque le trou affecte la largeur de la poutre et non son épaisseur.
La masse d’un élément de la poutre sain vaut : ρ× S × l = 12.75 g alors que la masse d’un élément
troué dépend du diamètre du trou (tableau 6.3) .
Cas Diamètre Masse locale
D(mm) Mlocale(g)
0 0 12.75
1 2 12.69
2 4 12.51
3 6 12.21
4 8 11.79
5 10 11.24
TABLEAU 6.3 – Masse d’un élément troué pour les 5 cas simulés
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6.4.4 Analyse modale
Les paramètres modaux d’un mode k sont identifiés par simple résolution de l’équation aux valeurs
propres :
(K − ω2kM)φk = 0
Les quatre premières fréquences propres du modèle EF de la poutre saine et endommagée, par un
trou, et les variations relatives correspondantes sont fournies dans le tableau 6.4. On remarque bien
que même, pour l’état le plus sévère (un trou de 10mm de diamètre équivalent à 25% de la largeur de
la poutre), une faible variation de fréquence est provoquée.
fk =
(βkL)
2
2π
√
EI
ρSL4
(6.32)
Fréquences (Hz)
1ère 2ème 3ème 4ème
Poutre intacte 78.828 217.292 425.980 704.170
Cas 1 78.831 217.293 425.979 704.170
Changement (%) 0.0049 0.0005 -0.0002 -0.0000
Cas 2 78.843 217.297 425.977 704.166
Changement (%) 0.0193 0.0019 -0.0009 -0.0006
Cas 3 78.861 217.300 425.970 704.150
Changement (%) 0.0423 0.0035 -0.0025 -0.0027
Cas 4 78.885 217.302 425.956 704.108
Changement (%) 0.0724 0.0044 -0.0059 -0.0087
Cas 5 78.912 217.298 425.929 704.014
Changement (%) 0.1069 0.0028 -0.0122 -0.0221
TABLEAU 6.4 – Fréquences propres et variations relatives pour les 5 niveaux d’endommagement
D’après la relation (6.32), on peut effectivement établir qu’une variation de masse linéique (ρS) du
système engendre une variation ∆fk de la fréquence de résonance d’autant plus faible que la masse
linéique est grande. Inversement, lorsque la rigidité de la structure (EI) diminue, les fréquences
propres diminuent.
6.5 Conclusion
Dans cette section, le calcul EF des matrices élémentaires de masse Me et de raideur Ke d’une poutre
comportant un trou a été présenté afin de pouvoir estimer les pertes ∆EI et ∆M locales. Cette poutre
sera étudiée expérimentalement dans les Chapitres 7 et 9. Nous avons aussi vu que l’utilisation des
fréquences propres ne permet pas de détecter directement un trou dans une poutre. Nous n’avons pas
appliqué dans ce mémoire les différentes méthodes de détection d’endommagement sur ce modèle
numérique de la poutre endommagée puisque celles-ci ont été présentées de façon détaillée dans le
Chapitre 4 pour le cas d’une entaille.
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Chapitre 7
Etude expérimentale d’une poutre
bi-encastrée
CE CHAPITRE aborde l’application des méthodes de détection et de localisationd’endommagement présentées lors du Chapitre 4 sur une poutre encastrée-
encatsrée en aluminium. Le début du Chapitre est consacré à la présentation du
dispositif expérimental.
Le contrôle de santé des structures repose sur quatre niveaux essentiels. Le
premier niveau est le choix, lorsque cela est possible, de la source d’excita-
tion. Le second niveau concerne l’instrumentation des capteurs et l’acquisition des
données. Le troisième niveau fait appel aux méthodes d’identification modale pour
traiter les signaux mesurés pour obtenir les paramètres modaux (fréquences propres,
amortissements modaux et déformées modales). Enfin, le dernier niveau est celui de
l’analyse vibratoire et de la détection de modifications structurales ainsi que de la
confrontation théorie/expérience. Ces quatre points seront traités dans ce Chapitre
pour notre cas d’étude (poutre encastrée-encastrée en aluminium).
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7. ETUDE EXPÉRIMENTALE D’UNE POUTRE BI-ENCASTRÉE
7.1 Description de l’expérience
Dans cette partie, nous avons réalisé une analyse modale expérimentale sur une poutre en aluminium
encastrée-encastrée (E-E) illustrée sur la figure 7.1 afin de caractériser l’état de référence, puis nous
avons réalisé différents cas de défauts. Les dimensions de la poutre sont répertoriées dans le tableau
7.1.
FIGURE 7.1 – Photo de la poutre
Longueur (m) 0.705
Largeur (m) 0.04
Epaisseur (m) 0.0081
Section (m2) 0.324.10−3
Inertie (m4) 1.7715.10−9
Masse volumique (kg/m3) 2791
TABLEAU 7.1 – Caractéristiques de la poutre E-E
7.1.1 Identification du module d’élasticité
Le module d’Young de la poutre en aluminium a été calculé à partir des fréquences de résonance
identifiées sur la poutre avec des conditions aux limites libre-libre (L-L), ceci pour éviter toute pertur-
bation provoquée par l’encastrement. Il est avéré que les meilleurs résultats pour le calcul du module
d’Young sont obtenus pour des conditions aux limites libre-libre car celles-ci sont plus facilement
réalisables expérimentalement. La poutre est excitée en flexion à l’aide d’un marteau d’impact. La
réponse est issue d’un seul accéléromètre.
Le module d’Young de la poutre est obtenu à partir de l’expression 7.1 avec les cœfficients βkL
théoriques pour le cas L-L.
E =
ρS
I
(
2πfk
(βkL)2
)2
(7.1)
ρ étant la masse volumique expérimentale égale à 2791kg.m−3, I = bh
3
12
= 1771.5 mm4 le moment
quadratique et fk la fréquence propre correspondant au mode k.
Le tableau 7.2 donne les modules d’Young obtenus pour les trois premières fréquences propres.
Le module d’Young obtenu a une valeur moyenne égale àE = 61.68GPa avec l’écart-type δσ
σ
=0.16%.
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Mode Fréquence (Hz) E (GPa)
no 1 56.73 61.848
no 2 156.24 61.677
no 3 306.04 61.584
TABLEAU 7.2 – Fréquences expérimentales de la poutre L-L intacte et module d’Young correspondant
7.1.2 Réalisation de l’encastrement
Les CL étant un des paramètres importants pour la validité d’un modèle numérique étudié, notamment
car elles influencent sensiblement les fréquences propres de la structure, un soin particulier a donc été
pris pour mettre en œuvre l’encastrement de la poutre.
L’encastrement a été réalisé de la manière suivante :
– La poutre est insérée entre les deux parties constituant l’encastrement, qui sont ensuite serrées. La
partie de la poutre encastrée (10cm de longueur) est supérieure à deux fois la plus grande dimension
de la section de la poutre (4cm de largeur).
– L’encastrement a été réalisée à partir de deux blocs d’acier qui ont également été usinées sur deux
faces perpendiculaires : l’une en appui sur le marbre et l’autre en contact avec la poutre.
FIGURE 7.2 – Photo d’un encastrement
Deux vis au centre d’un encastrement traversent également la poutre et permettent ainsi de mieux
bloquer le degré de liberté de translation axiale au niveau de l’encastrement (Fig. 7.2). Le nombre
de vis assez important permet d’avoir un serrage plus homogène au niveau de l’encastrement. Un
préserrage est effectué au niveau des vis centrales puis l’ensemble des vis est serré progressivement
en quinconce. Ainsi, une répartition des efforts plus uniforme est obtenue au niveau de l’encastrement.
7.1.3 Source d’excitation
Dans l’étude expérimentale d’un problème vibratoire, il convient de s’assurer des conditions dans les-
quelles les mesures sont effectuées. L’une de ces conditions est la façon dont la structure est excitée.
Ainsi, l’estimation des caractéristiques modales d’une structure nécessite d’avoir une source d’exci-
tation susceptible de les exciter. Les sources d’excitation peuvent être classées de plusieurs manières.
La typologie classique des essais dynamiques consiste à séparer les excitations dites de choc ou d’im-
pact des excitations dites vibratoires. Les excitations vibratoires impliquent, l’application répétitive
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d’efforts sur un nombre assez important de périodes naturelles de la structure. Les chocs ou impacts
sont par contre caractérisés par des événements transitoires de courte période.
Au cours de toutes les expériences réalisées, la poutre est excitée par un pot vibrant électrodynamique
ModalShops de type K2004E01 (Fig. 7.3) positionné au point d’abscisse xj = 578mm et génère des
chocs impulsionnels. La force exercée par le pot vibrant dépend du signal d’entrée de ce dernier qui
est conditionné et amplifié par l’amplificateur Bruël et Kjaer type 2718.
Ce type d’excitateur a été choisi pour appliquer des forces impulsionnelles de manière automatique
sur la poutre du fait du grand nombre d’essais à réaliser. Une interface LabVIEW pour l’acquisition
des données permet de génerer les signaux nécessaires au fonctionnement et au contrôle du pot vi-
brant.
La force générée par le pot vibrant est mesurée par un capteur de force Endero 2311-10 de sensibi-
lité 10mV/lbF , qui équivaut à 2.273mV/N , muni d’un embout semi-sphérique en acier. La durée de
l’impulsion est 0.004s.
Les caractéristiques due pot vibrant sont rappelées dans le tableau 7.3. A noter que le niveau d’exci-
tation doit être suffisant pour obtenir un rapport signal sur bruit correct.
Transducteur Impédance (Ω) Puissance (VA) Sensibilité (mV/N) Masse (kg) Force (N)
Pot vibrantK2004E01 3.5 15 2.27 3.1 20
TABLEAU 7.3 – Caractéristiques du pot vibrant
FIGURE 7.3 – Photos du pot vibrant
7.1.4 Description des capteurs
Les signaux de vibration sont mesurés par onze accéléromètres B&K de type 4507, dix jauges longue
base (JLB) et onze jauges ponctuelles (JP), soit 33 capteurs au total (Fig. 7.4), ainsi qu’une caméra
rapide.
Les accéléromètres ont été calibrés par un étalonneur portable B&K de type 4294. L’étalonneur pro-
duit un signal sinusoïdal de fréquence 159.2Hz et d’accélération 10.02m/s2 et l’accéléromètre doit
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(a) Accéléro-
mètre
(b) Jauge ponctuelle (c) Jauge longue base (d) Caméra
FIGURE 7.4 – Photos des capteurs de vibration
donc mesurer cette valeur d’accélération. Les caractéristiques des différents capteurs sont reportées
dans les tableaux 7.4, 7.5 et 7.6.
Sensibilité nominale (mV/g) 100.4
Domaine fréquentiel (Hz) 0.3 à 6000
Fréquence de résonance (kHz) 18
Plage de températures (◦C) -54 à +121
Etendues de mesure (gpeak) +-71
Masse sans les fils (g) 46
TABLEAU 7.4 – Caractéristiques de l’accéléromètre
Longueur (cm) 6.7
Compensation thermique (10−6/◦C) 10.8
Facteur de Jauge 2.12 ± 1%
Resistance (Ω) 119.8± 0.2%
TABLEAU 7.5 – Caractéristiques de la jauge longue base
Facteur de Jauge 1.97
Résistance(Ω) 120
TABLEAU 7.6 – Caractéristiques de la jauge ponctuelle
La poutre a été sablée afin de permettre une meilleure adhérence des jauges. Les différentes jauges
sont collées sur la face avant de la poutre tandis que les accéléromètres sont instrumentés sur des
plots collés sur la face arrière. Les capteurs sont régulièrement espacés sur toute la longueur de la
poutre, soit h = 67mm, le pas entre deux accéléromètres. Le positionnement des différents capteurs
est répertorié dans le tableau 7.7 et illustré sur la figure (7.5). La figure 7.6 présente des photos des
deux faces de la poutre sur lesquelles sont positionnés les différents capteurs.
Pour assurer la qualité de la mesure basée sur des jauges de déformation, un critère important à prendre
en compte est le type de montage. Il faut en effet privilégier une technique de câblage particulière [7].
La caméra rapide de type Baumer HXC40, dont la cadence maximale à pleine échelle vaut 337images/s
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Capteur Accéléromètres Jauges Ponctuelles Jauges Longue Base
x(mm) x (mm) a (mm) b (mm)
no 1 18 18 18 85
no 2 85 85 85 152
no 3 152 152 152 219
no 4 219 219 219 286
no 5 286 286 286 353
no 6 353 353 353 420
no 7 420 420 420 487
no 8 487 487 487 554
no 9 554 554 554 621
no 10 621 621 621 688
no 11 688 688 - -
TABLEAU 7.7 – Placement des accéléromètres, des jauges longue base et des jauges ponctuelles sur la poutre E-E
FIGURE 7.5 – Placement des capteurs sur la poutre E-E
(Fig. 7.4(d)) est utilisée pour enregistrer le mouvement de la poutre. Elle possède un convertisseur
analogique/numérique 8 bits. Sa capacité de stockage est limitée et dépend de la durée de l’enregis-
trement, de la fréquence d’acquisition et aussi de la dimension des images (en nombre de pixels). Un
compromis est donc à trouver en fonction de la taille de la zone filmée et de la qualité de la résolu-
tion voulue. Cette résolution est importante dans la mesure où elle détermine en partie la qualité des
résultats obtenus par la corrélation d’images.
Avec la corrélation d’images, il est possible de suivre un point particulier au cours du temps. Des
techniques avancées de traitement d’images permettent de reconstruire des déformées haute résolu-
tion d’une structure. Les paramètres modaux pourront ainsi être identifiés à partir des signaux de
déplacement temporels mesurés par la corrélation d’images enregistrées par la caméra. Ce point sera
l’objet du Chapitre 8.
7.1.5 Conditions d’acquisition des signaux
L’acquisition des signaux est réalisée à l’aide d’un chassis Compact DAQ une carte National Instru-
ment pouvant contenir jusqu’à huit modules différents. Les signaux ont été échantillonnés avec une
fréquence de 10240Hz. Pour les mesures, 20480 points sont pris ce qui correspond à une durée d’en-
registrement Tacq = 2s donc le nombre de lignes sera 20480. Le pas de calcul de la FFT (Fast Fourier
Transform) est alors égal à 62.5mHz.
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(a) Photo face 1 (b) Photo face 2
FIGURE 7.6 – Photos de la poutre E-E instrumentée
Les signaux des accéléromètres et le signal du capteur de force sont numérisés par des modules NI
9234 (4 voies par module) au nombre de 4. Les signaux issus des jauges, montées en quart de pont,
sont numérisés par des modules NI 9235 (8 voies pour un module), au nombre de 3. Une photographie
du dispositif est présentée sur la figure 7.7.
(a) (b)
FIGURE 7.7 – Photos du dispositif pour les essais dynamiques
7.1.6 Cas d’endommagement réalisés
La description complète des états d’endommagement est présentée dans le tableau 7.8 et illustrée sur
la figure 7.8. En dépit des simulations numériques faites dans le Chapitre 4 avec une entaille comme
modèle de défaut, nous avons choisi de percer la poutre pour des questions de praticité. Le trou, dont
le diamètre augmentera progressivement, est réalisé à l’aide d’une perceuse et est situé à l’abscisse
x = 321mm par rapport à l’encastrement gauche.
(a) Trou 2mm (b) Trou 4mm (c) Trou 6mm (d) Trou 8mm (e) Trou 10mm
FIGURE 7.8 – Photos de la poutre endommagée avec les différentes tailles de trous
Afin de comparer les deux types d’endommagement, trou et entaille, et de faire la correspondance
avec les études numériques du Chapitre 4, nous avons calculé les pertes de masses et de raideur dues
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Etat n◦0 Sain
Etat n◦1 D = 2mm
Etat n◦2 D = 4mm
Etat n◦3 D = 6mm
Etat n◦4 D = 8mm
Etat n◦5 D = 10mm
TABLEAU 7.8 – Cas d’endommagement
Cas Diamètre trou Profondeur entaille Variation de raideur locale Variation de masse locale
D(mm) b(mm)
∆EI(%)
EI
∆µ(%)
µ
0 0 0 0 0
1 2 0.2 0.473 0.473
2 4 0.76 1.891 1.891
3 6 1.68 4.261 4.261
4 8 3.04 7.565 7.565
5 10 4.72 11.820 11.820
TABLEAU 7.9 – Comparaison entaille-trou
au trou et puis nous avons déterminé la profondeur d’entaille correspondante. Le tableau 7.9 reporte
les profondeurs d’entailles et les diamètres de trous correspondant à des variations de masse et de
raideur locales identiques.
Pour une poutre de 40mm de largeur, un trou de 4mm de diamètre, par exemple, provoquera une
perte de masse et de rigidité équivalente à celle provenues d’une entaille de 0.76mm de profondeur
et de 7.05mm de largeur.
7.2 Évaluation du niveau des bruits parasites
Les bruits parasites peuvent être une source importante d’erreur lors de la mesure de signaux élec-
triques faibles comme ceux provenant des ponts de jauge. Ces bruits, qui peuvent être aléatoires ou
périodiques, selon la nature de la source qui les cause, s’ajoutent au signal du capteur et ont pour effet
de limiter la précision des mesures effectuées avec le capteur.
Pour tenter d’évaluer le niveau de bruit des signaux, nous avons enregistré des mesures sur la poutre
sur une durée t = 90 s en absence d’excitation. Rappelons que la période d’échantillonnage utilisée
est T = 97.65 µs, soit un nombre d’échantillons étudiés ici Ne = 900000. Ces mesures ont permis de
collecter des informations représentatives du bruit de mesure pour les différents capteurs en calculant
l’écart type de chacun des signaux.
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JLB σ(µdef) SNR (dB) JP σ(µdef) SNR (dB) Accéléromètre σ(10−2m.s−2) SNR (dB)
JLB. n◦1 7.62 31.3858 JP. n◦1 12.67 35.5123 Acc. n◦1 0.59 122.6820
JLB. n◦2 1.93 66.2018 JP. n◦2 1.77 60.2716 Acc. n◦2 0.59 135.3972
JLB. n◦3 29.18 11.3792 JP. n◦3 2.59 60.3596 Acc. n◦3 0.62 134.3341
JLB. n◦4 1.82 68.3838 JP. n◦4 1.87 69.6906 Acc. n◦4 0.66 133.0127
JLB. n◦5 2.20 63.5815 JP. n◦5 2.23 64.3332 Acc. n◦5 0.69 131.9982
JLB. n◦6 1.83 70.1279 JP. n◦6 1.82 70.3279 Acc. n◦6 0.68 132.6907
JLB. n◦7 1.98 64.6399 JP. n◦7 1.75 69.5630 Acc. n◦7 0.61 126.2621
JLB. n◦8 1.85 71.3728 JP. n◦8 1.98 70.8785 Acc. n◦8 0.51 137.9637
JLB. n◦9 1.82 72.1130 JP. n◦9 1.85 72.2213 Acc. n◦9 0.46 139.9532
JLB. n◦10 1.91 59.3284 JP. n◦10 1.83 69.6558 Acc. n◦10 0.45 140.6423
JP. n◦11 1.82 70.0350 Acc. n◦11 0.46 137.4092
TABLEAU 7.10 – Ecart-type du bruit des accéléromètres et des jauges et valeur du SNR (dB)
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FIGURE 7.9 – Bruit de mesure des accéléromètres et de la jauge ponctuelle no 5
Les figures 7.9(a) et 7.9(b) illustrent le spectre du bruit des signaux de mesure sur la poutre sans
aucune excitation. Le tableau 7.10 reporte la valeur de l’écart-type et le rapport signal sur bruit (SNR)
obtenu en (dB) pour un essai pour les différents capteurs. Le SNR est en effet calculé par l’expression
(7.2)[1]. Il est clair que les accéléromètres ont un SNR assez important par rapport aux deux types de
jauges, la JP no 1 et la JLB no 3 sont en effet très bruitées par rapport aux autres jauges.
SNR = 20log10
Amax
Abruit
(7.2)
où Amax est le maximum de la valeur absolue du signal mesuré et Abruit l’écart-type du bruit de me-
sure pour les différents capteurs.
Ceci permet de prévoir des résultats dispersés dans la suite de l’analyse.
7.3 Nombre optimal de capteurs selon Sazonov et al. [2]
Dans cette expérience, seulement 11 accéléromètres ont été instrumentés sur la poutre E-E puisque
c’était le nombre d’accéléromètres disponible au sein du Laboratoire. Les accéléromètres sont régu-
lièrement espacés sur la poutre comme déja décrit. Nous voulons vérifier si ce nombre de capteurs est
suffisant selon Sazonov et al. [2] afin d’étudier les 3 premiers modes.
La résolution spatiale optimale est déterminée en fonction du bruit de mesure, comme l’exprime
l’équation 3.17. Le bruit ε est évalué à 0.59%.
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L’intervalle de résolution spatial recommandé dans [2] [ 1
hmax
1
hmin
] est exprimé dans les expressions
3.19 et 3.20.
Les résultats du calcul sont répertoriés dans le tableau 7.11
1 mode 2 modes 3 modes
hopt (mm) 109 66 47
nopt = L/hopt 7 11 15[
1
hmax
1
hmin
]
[2 27] [3 44] [4 62]
TABLEAU 7.11 – Résolution spatiale optimale : nombre de capteurs optimal correspondant et intervalle de résolu-
tion spatiale pour les trois premiers modes de la poutre
Nous rappelons que hmin correspond aux erreurs provenant du bruit de mesure et hmax correspond
aux erreurs de troncature dans le calcul de la courbure modale. Les résultats montrent que, selon le
niveau de bruit de mesure existant, le nombre de capteurs disponibles (11 accéléromètres) ne per-
met d’évaluer que les deux premiers modes ce qui affectera énormément les résultats de localisation
d’endommagement par les méthodes utilisant la courbure modale.
7.4 Analyse modale expérimentale de la poutre E-E saine
7.4.1 Analyse spectrale et étude de dispersion
Une campagne de deux cents essais a été réalisée sur la poutre pour tous les cas de défaut : 100 essais
avec l’axe des accéléromètres normal à l’axe neutre de la poutre et 100 essais avec l’axe parallèle à
l’axe neutre de la poutre. La poutre était soumise à des excitations impulsionnelles générées par le
pot vibrant avec une amplitude de 5V et une durée d’impulsion de 0.004s. Chacun des chocs im-
pulsionnels est acquis dans une fenêtre temporelle bien adaptée en utilisant un déclencheur (trigger).
Le pré-trigger est ajusté sur un seuil de mesure de la force afin d’enregistrer la totalité du signal de
la force, de la réponse en accélération et en déformation. Comme le bruit de mesure est important,
environ 2µdef pour les jauges, le niveau d’excitation doit être suffisant pour obtenir un rapport signal
sur bruit correct. Tous les essais ont été réalisés pour un niveau d’excitation d’environ 129 N.
Note : Devant l’accumulation des tâches à accomplir au cours de l’expérience, notamment le post-
traitement des données, les mesures réalisées par les accéléromètres instrumentés avec leur axe paral-
lèle à l’axe neutre de la poutre n’ont pas été exploitées complètement et ne seront donc pas présentées
dans ce mémoire.
Le but de cette série de mesures sur la poutre est de déterminer la dispersion des paramètres modaux
identifiés et la répétabilité des essais.
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FIGURE 7.10 – Signaux temporels et TF correspondantes obtenus pour la poutre E-E à partir des accéléromètres,
de la jauge ponctuelle n◦1, de la jauge longue base n◦5
Afin de limiter les erreurs liées aux conditions de mesure (position des capteurs, excitation, bruits
sur la chaîne d’acquisition, faible non linéarité de la structure, etc.), les résultats qui ont été analysés
ultérieurement sont ceux obtenus par un moyennage des essais sensiblement identiques. Pour tous les
cas analysés, les trois premiers modes propres ont été obtenus.
La figure 7.10 présente les signaux temporels et les TF obtenus avec les accéléromètres, les jauges
longue base et les jauges ponctuelles pour la poutre E-E.
Pour s’en affranchir, des fluctuations souvent observées au niveau de la mesure les signaux bruts sont
filtrés numériquement par un filtre passe-haut avec une fréquence de coupure très faible (0.5 Hz)
(fonction filt de Matlab). Les fréquences additionnelles proportionnelles à 50 Hz, présentes au niveau
de la TF de la mesure des jauges ponctuelles et des jauges longue base, s’expliquent par le type de
câblage. En effet, comme déjà mentionné précédemment, l’influence des longueurs de câbles utilisées
détermine la qualité du signal.
Sur la figure 7.10, les signaux temporels permettent de montrer que le niveau de bruit est beaucoup
plus important au niveau des jauges et les TF montrent la répartition spectrale des mesures. En général,
les accéléromètres vont privilégier les moyennes et hautes fréquences alors que les jauges les basses
fréquences. En d’autres termes, la mesure de l’accélération (directement proportionnelle aux forces
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dynamiques induisant le mouvement) permettra de mettre en évidence des phénomènes de fréquences
élevées.
7.4.2 Identification modale par la TO, COSMAD et la SOD
La FFT (Fast Fourier Transform) est la méthode classique utilisée dans l’identification des paramètres
modaux qui est la plus rapide mais la moins précise. Elle consiste à extraire les fréquences propres par
un simple "peak-picking" du spectre de TF. Les valeurs ont été obtenues mais ne seront pas présen-
tées afin d’alléger le manuscrit et puisqu’elles n’ont pas été utilisées dans l’application des différentes
méthodes.
Ainsi, trois méthodes d’identification modale ; la TO, la SOD et COSMAD, ont été utilisées et pré-
sentées ici afin de comparer les résultats obtenus pour les paramètres modaux et conclure sur la
perfomance de chacune. Puis nous avons choisi la méthode adoptée pour la suite du manuscrit.
7.4.2.1 Identification modale par la TO
Cette méthode d’analyse modale est une méthode dite en output-only, c’est-à-dire que le signal de
mesure de l’excitation n’est pas utilisé lors du traitement des données. La Transformée en Ondelettes
(TO) [3, 4, 5, 6] permet donc l’estimation des paramètres modaux (modes, pulsations propres et fac-
teurs d’amortissement) à partir de la seule connaissance des réponses.
Les ondelettes mères utilisées pour le traitement des signaux par la TO sont celles de Cauchy. Les
éléments essentiels de la méthode de la TO, notamment pour le traitement des réponses transitoires,
sont rappelées en annexe C. Les paramètres sont le temps d’arrêt tf des signaux traités, un facteur
de qualité Q, la plage de fréquence à étudier et NTO le nombre de points discrétisant cet intervalle
fréquentiel. Pour plus de détails sur les paramètres de cette méthode, on se référera à [5] et [6]. Le
tableau 7.12 reporte les paramètres utilisés.
Mode NTO
Q tf (s)
Acc. JP. JLB Acc. JP. JLB
no 1 1000 20 18 18 0.84 0.45 0.45
no 2 1000 40 35 35 0.64 0.38 0.38
no 3 1000 55 50 50 0.35 0.146 0.146
TABLEAU 7.12 – Paramètres de la TO pour le traitement des signaux temporels des différents types de capteurs.
Dans l’analyse fréquentielle, le filtre (ou la fenêtre) est caractérisé par un facteur de qualité qui est
défini comme le rapport entre le centre de fréquence et la bande de fréquence. Ce facteur de qualité
dépend uniquement de l’ondelette mère. Le cœfficient Q varie d’un mode à l’autre, plus le mode est
élevé plus Q sera élevé. Les tableaux 7.13 et 7.14 présentent respectivement les fréquences propres et
les modes propres avec les dispersions correspondantes de la poutre E-E saine.
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Mode Fréquence propre (Hz) ∆σ
σ
(%)
no 1 74.56 0.49
no 2 205.91 0.29
no 3 403.64 0.20
TABLEAU 7.13 – Trois premières fréquences propres identifiées par la TO pour la poutre E-E saine, à partir des
accéléromètres pour les 100 essais.
Capteur Mode n
◦ 1 Mode n◦ 2 Mode n◦ 3
Moyenne ∆σ/σ(%) Moyenne ∆σ/σ(%) Moyenne ∆σ/σ%
Acc.n◦ 1 0.01 2.56 0.04 0.22 0.08 1.19
Acc.n◦ 2 0.16 0.14 0.42 0.15 0.68 0.16
Acc.n◦ 3 0.43 0.18 0.87 0.04 1.00 0.00
Acc.n◦ 4 0.72 0.10 1.00 0.00 0.47 0.12
Acc.n◦ 5 0.92 0.06 0.67 0.14 -0.46 0.37
Acc.n◦ 6 1.00 0.00 0.01 22.09 -0.94 0.04
Acc.n◦ 7 0.920 0.18 -0.65 -0.48 -0.48 0.12
Acc.n◦ 8 0.71 0.08 -0.99 0.04 0.46 0.09
Acc.n◦ 9 0.44 0.08 -0.88 0.07 0.98 0.07
Acc.n◦ 10 0.17 0.33 -0.44 0.07 0.70 0.26
Acc.n◦ 11 0.01 1.48 -0.05 0.31 0.10 1.06
TABLEAU 7.14 – Vecteurs propres obtenus par la TO pour les trois premiers modes de la poutre E-E saine à partir
des accéléromètres.
7.4.2.2 SOD (Smooth Orthogonal Decomposition)
Dans cette partie, nous présentons l’utilisation de la SOD (smooth orthogonal decomposition) sur les
réponses libres de la poutre pour l’identification des paramètres modaux. L’idée de cette méthode est
l’utilisation de l’auto-corrélation de la réponse libre.
La méthode d’identification SOD a été proposée par Chelidze et Zhou [10]. Il s’agit d’utiliser la re-
lation entre l’auto-corrélation du déplacement et l’auto-corrélation de la vitesse d’une réponse libre
afin de déterminer les fréquences propres et les modes propres associés. Une autre application de
la SOD pour identifier des paramètres modaux sur la réponse vibratoire sous excitation aléatoire a
été proposée par Farooq et Feeny [11]. La technique SOD ne nécessite pas la connaissance de la ma-
trice de masse pour identifier les modes propres et permet d’obtenir également les fréquences propres.
T.T.H. Le dans sa thèse [13] a appliqué cette technique en étudiant sa sensibilité par rapport au nombre
de points de mesure et aux positions des points de mesure. Elle a trouvé que les résultats sont assez
satisfaisants avec un nombre de points de mesure > 9 et lorsque ces points sont répartis sur toute la
structure (poutre, câble ...).
Le tableau 7.15 présente les valeurs moyennes et les dispersions des trois premières déformées mo-
dales obtenues avec les accéléromètres pour la poutre saine à l’aide de la SOD, pour tous les essais
de la poutre saine. Le tableau 7.16 présente les valeurs moyennes et les dispersions des fréquences
propres des trois premiers modes obtenus avec les accéléromètres.
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Capteur
Mode n◦ 1 Mode n◦ 2 Mode n◦ 3
φ1 φ2 φ3
Moyenne ∆σ/σ(%) Moyenne ∆σ/σ(%) Moyenne ∆σ/σ(%)
Acc.n◦ 1 0.01 6.53 0.04 0.29 0.08 1.25
Acc.n◦ 2 0.15 2.81 0.43 0.24 0.67 0.44
Acc.n◦ 3 0.41 2.22 0.87 0.11 1.00 0.00
Acc.n◦ 4 0.69 1.47 1.00 0.00 0.48 1.49
Acc.n◦ 5 0.91 0.71 0.67 0.29 -0.44 3.21
Acc.n◦ 6 1.00 0.00 0.01 19.38 -0.92 1.13
Acc.n◦ 7 0.93 0.60 -0.65 0.16 -0.48 0.68
Acc.n◦ 8 0.73 1.18 -0.99 0.08 0.43 3.69
Acc.n◦ 9 0.45 1.87 -0.87 0.21 0.94 2.07
Acc.n◦ 10 0.18 2.84 -0.44 0.45 0.68 1.52
Acc.n◦ 11 0.01 4.81 -0.05 0.73 0.10 0.54
TABLEAU 7.15 – Déformées modales des trois premiers modes propres déterminés avec la SOD à partir des signaux
des accéléromètres pour la poutre E-E saine (100 essais).
Mode Fréquence propreMoyenne (Hz) ∆σ/σ%
no 1 74.94 0.53
no 2 205.56 0.35
no 3 404.74 0.16
TABLEAU 7.16 – Fréquences propres obtenues par la SOD pour les trois premiers modes de la poutre E-E saine à
partir des accéléromètres.
7.4.2.3 Identification modale par COSMAD
Dans le but de comparer les caractéristiques modales, on a également utilisé une toolbox sous SCI-
LAB, nommée COSMAD, développée par l’INRIA et l’IRISA, qui permet d’obtenir les fréquences
propres, les amortissements modaux et les déformées modales. Dans la comparaison nous avons uti-
lisé les fréquences seulement. Ce logiciel s’appuie sur la méthode des sous-espaces [1, 2, 3, 17] (voir
annexe D)
L’algorithme d’identification permet d’obtenir une estimation des paramètres modaux pour un ordre
de modèle (ou nombre de pôles) donné, ce paramètre qui étant aisément modifiable. Déterminer quel
ordre de modèle utiliser est l’une des premières difficultés rencontrées. Pour chaque ordre, on cherche
les pôles de l’ordre précédent voisins en fréquence, amortissement, ou résidu associé. Le tracé de ce
type de recherche par ordre croissant en faisant ressortir de manière itérative les propriétés se stabili-
sant est appelé diagramme de stabilisation.
Seuls 10 essais ont été traités avec COSMAD de la poutre saine car la technique est coûteuse en temps
de calcul. La figure 7.11 montre un exemple de diagramme de stabilisation obtenu pour l’essai no 1
sur la poutre E-E saine, et ceci avec les mesures d’accélération sur une bande de fréquence de 0 à
1600 Hz. On visualise alors les six premières fréquences identifiées par cet algorithme.
En pratique les modes stables (en fréquence/amortissement/résidu) correspondent à des modes phy-
siques et sont représentés par des droites sur le diagramme. La figure 7.12 illustre les diagrammes de
stabilisation pour chacune des fréquences propres. L’ordre est en abscisse sur les graphes.
Par exemple, le premier mode est à 74.53 Hz. On remarque que la fréquence est identifiée à partir
d’un ordre très faible et que sa valeur demeure stable lorsque l’ordre augmente.
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FIGURE 7.11 – Diagramme de stabilisation pour la poutre E-E pour un essai
(a) Fréquence no 1 (b) Fréquence no 2
(c) Fréquence no 3
FIGURE 7.12 – Trois premières fréquences propres obtenues par COSMAD pour un essai de la poutre E-E saine
Le tableau 7.17 rapporte les valeurs moyennes déterminés à partir du diagramme de stabilisation et
les dispersions sur les 10 essais choisis.
Mode Fréquence propreMoyenne (Hz) δσ/σ (%)
n◦1 74.53 0.01
n◦2 205.79 0.006
n◦3 403.67 0.004
TABLEAU 7.17 – Trois premières fréquences propres identifiées par COSMAD pour la poutre E-E saine, à partir
des accéléromètres.
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7.4.2.4 Choix de la méthode d’identification
Afin de choisir la méthode d’identification convenable à utiliser dans les prochaines analyses, le ta-
bleau 7.18 reporte les fréquences propres obtenues à partir les trois méthodes : la TO, la SOD et
COSMAD.
Les résultats montrent que la méthode utilisant la TO est beaucoup plus adaptée et fiable pour l’iden-
tification modale, la dispersion sur les fréquences étant plus faible. Au niveau des modes propres, la
dispersion est beaucoup plus élevée pour la SOD que pour la TO. La figure 7.13 illustre les déformées
modales obtenues par la SOD et la TO.
Mode
Fréquence propre
Moyenne (Hz)
δf(%)(to−cosmad) δf(%)(to−sod)cosmad TO sod
n◦1 74.53 74.56 74.94 0.04 0.33
n◦2 205.79 205.91 205.56 0.05 0.32
n◦3 403.67 403.64 404.74 0.007 0.18
TABLEAU 7.18 – Trois premières fréquences propres identifiées par COSMAD, la TO et la SOD pour la poutre E-E
saine à partir des accéléromètres.
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FIGURE 7.13 – Trois premières déformées modales obtenues par la SOD et la TO
A partir des résultats fournis par les différentes techniques d’identification modale, nous avons conclu
que la méthode fondée sur la SOD est rapide mais non précise contrairement à la TO et COSMAD. La
performance de la méthode fondée sur la SOD dépend d’abord du nombre de points de mesure et aussi
de la distribution des points de mesure sur la structure. Le traitement des données avec COSMAD est
long en temps d’analyse surtout le choix de l’ordre du mode et la présence de modes erronés stables
qui doivent etre rigoureusement étudiés. cependant dans la suite du manuscrit nous avons utilisé la
TO pour extraire les paramètres modaux. Tous les essais réalisés sur la poutre saine et endommagée
sont donc traités par la TO. Dans le paragraphe suivant, nous allons présenter l’étude des dispersions
obtenues pour les paramètres modaux.
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L’analyse modale expérimentale de la poutre saine a également pour but de détecter d’éventuelles
non-linéarités géométriques affectant le comportement dynamique de la poutre. Les non-linéarités
géométriques apparaissent lorsque les rotations de la poutre sont importantes, c’est-à-dire lorsque
le déplacement transverse est important. Pour un choc de forte amplitude, les rotations de la poutre
vont être importantes au début du signal de réponse puis, lorsque le signal s’amortit suffisamment, les
rotations redeviennent petites. L’allure de la fréquence instantanée (ou arête) déterminée par la TO
pour le déplacement transverse ν(x, t) devrait en conséquence être une courbe non-linéaire au début
du signal qui revient vers la valeur de la fréquence linéaire de la poutre E-E.
Les graphes de la figure 7.14 présentent les fréquences instantanées (ou arêtes) obtenues pour les trois
premiers modes à l’aide de la TO pour la poutre saine. Les lignes verticales délimitent la zone de vali-
dité de la TO, les extrémités étant sujettes aux effets de bord. Sur les figures se trouvent également les
amortissements temporels. Tous les essais ont été traités avec la TO. La fréquence propre choisie sera
la moyenne des fréquences instantanées se trouvant entre les bords délimitant la plage fréquentielle.
La figure 7.15 donne un aperçu des valeurs de la première fréquence propre obtenues par la TO à par-
tir des différents capteurs, pour la série d’essais réalisés sur l’état sain. Ces essais pour cet état sont
réalisés sur deux journées. La durée d’un essai est de 30s. Les incertitudes permettront de juger la
validité de la méthode d’identification modale fondée sur la TO. La figure 7.17 montre les variations
des fréquences aux instants délimitant les bords. Un faible écart est observé, ce qui caractérise une
linéarité de la poutre E-E. Par ailleurs nous remarquons que la non répétabilité provient juste d’une
vingtaine d’essais, alors que la majorité se trouvent autour de la même fréquence. Deux hypothèses
se posent : soit un changement dans les conditions d’encastrement, soit une variation de température.
La figure 7.16 montre la variation de la première fréquence propre en fonction du temps. On voit qu’il
y a des variations qui apparaissent sur un intervalle de quelques minutes et ceci après plusieurs chocs
excercés sur la poutre durant la même journée. En effet, la température n’a pas été enregistrée pendant
les essais. Mais comme la variation de fréquence observée se trouve sur un laps de temps réduit, nous
pouvons supposer que cette variation provient d’un changement dans les encastrements à cause des
chocs répétitifs sur la poutre.
Nous avons ainsi choisi les essais répétables dans les études ultérieures.
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FIGURE 7.14 – Arêtes et amortissements des trois premiers modes propres de la poutre intacte pour les 100 essais170
7.5 Interprétation des résultats obtenus par la TO
0 20 40 60 80 10074
74.5
75
75.5
76
N° essai
Fr
éq
ue
nc
e(H
z)
Etat n° 0 (sain)
 
 
Acc.
JP
JLB
(a) Mode 1
0 50 100205.5
206
206.5
207
207.5
208
208.5
N° essai
Fr
éq
ue
nc
e(H
z)
Etat n° 0 (sain)
 
 
Acc.
JP
JLB
(b) Mode 2
0 20 40 60 80 100403
404
405
406
407
N° essai
Fr
éq
ue
nc
e(H
z)
Etat n° 0 (sain)
 
 
Acc.
JP
JLB
(c) Mode 3
FIGURE 7.15 – Trois premières fréquences propres obtenues avec les différents types de capteurs pour les 100 essais
par ordre chronologique de leur réalisation - Etat sain
FIGURE 7.16 – Première fréquence propre avec les accéléromètres pour les 100 essais par ordre chronologique de
leur réalisation avec indication de la date de chaque essai - Etat sain
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FIGURE 7.17 – Variation de la fréquence instantanée avec les différents types de capteurs pour les 100 essais par
ordre chronologique de leur réalisation - Etat sain
Les histogrammes des trois premières fréquences de la poutre saine construits pour les 100 mesures
réalisées sont illustrés sur la figure 7.18.
Les tableaux 7.19, 7.20 et 7.21 présentent les valeurs moyennes et les dispersions des fréquences
propres, cœfficients d’amortissements modaux et déformées modales des trois premiers modes iden-
tifiés avec les accéléromètres, les JLB et les JP pour la poutre saine. Cette analyse est menée afin
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FIGURE 7.18 – Histogrammes des trois premières fréquences propres obtenues par les accéléromètres et les JLB
d’observer la dispersion des paramètres modaux sur une suite d’essais considérés sous des conditions
de manipulation strictement identiques. Au vu des valeurs d’amortissement modal des trois modes,
il apparaît que la répétabilité est moins bonne pour les deux types de jauges que pour les accéléro-
mètres, les valeurs de dispersion étant plus importantes, en particulier pour le troisième mode (78.48%
en moyenne pour les jauges contre 3.71% pour les accéléromètres). Ceci vient du fait que le rapport
signal sur bruit est mois bon pour les jauges (11.3 dB pour la JLB no 3, 35.51 pour les JP no 1, alors
que 140 dB pour l’accéléromètre no 10).
La figure 7.18 montre également que la dispersion au niveau des JP et JLB est plus élevée que pour
les accéléromètres. L’ajout de masse a sans doute plus d’influence sur la courbure φ′′(x) que sur la
déformée modale du fait de la double dérivation spatiale φ(x). D’autre part, pour le premier mode,
les accéléromètres donnent des valeurs de dispersion plus élevées (0.49%) pour le premier mode que
pour le deuxième et troisième mode (0.3% et 0.2% respectivement).
La dispersion de la fréquence du premier mode obtenu à partir des JP no 2 et no 9 est plus élevée car
les jauges sont situées au nœud du mode, tout comme l’accéléromètre no 6 pour le deuxième mode.
Par conséquent, l’information provenant de ces capteurs peut affecter les résultats. Pour cela, le cap-
teur placé au nœud d’un mode a été éliminé dans la suite car il ne permet pas d’identifier celui ci, il
n’y aura pas assez d’énergie à cet endroit.
Pour mieux visualiser les arêtes obtenues pour un seul essai (état sain-essai no 1) sont présentées sur
la figure 7.19. Les arêtes sont quasi-constantes dans le temps pour le premier mode (variations de 0.14
Hz), ce qui caractérise un comportement linéaire de la poutre.
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7.5 Interprétation des résultats obtenus par la TO
Capteur
Mode n◦ 1
f1(Hz) ε1(%) Φ1
Moyenne ∆σ/σ% Moyenne ∆σ/σ% Moyenne ∆σ/σ%
Acc.no 1 74.69 0.49 0.45 19.74 0.01 2.56
Acc.no 2 74.69 0.49 0.45 19.75 0.16 0.14
Acc.no 3 74.69 0.49 0.45 19.74 0.43 0.18
Acc.no 4 74.69 0.49 0.45 19.62 0.72 0.10
Acc.no 5 74.69 0.49 0.45 19.60 0.92 0.06
Acc.no 6 74.69 0.49 0.45 19.54 1.00 0.00
Acc.no 7 74.69 0.49 0.45 19.35 0.92 0.18
Acc.no 8 74.69 0.49 0.45 19.46 0.71 0.08
Acc.no 9 74.69 0.49 0.45 19.39 0.44 0.08
Acc.no 10 74.69 0.49 0.44 20.15 0.17 0.33
Acc.no 11 74.69 0.49 0.45 19.85 0.01 1.48
Moy. Acc 74.69 0.49 0.45 19.65
JP. no 1 74.72 0.52 0.46 28.71 1.00 0.00
JP. no 2 74.72 0.52 0.46 28.47 0.52 0.91
JP. no 3 74.72 0.53 0.43 41.23 0.05 9.63
JP. no 4 74.72 0.52 0.46 29.52 -0.37 1.46
JP. no 5 74.72 0.52 0.46 28.87 -0.66 0.80
JP. no 6 74.72 0.52 0.46 28.98 -0.74 0.79
JP. no 7 74.72 0.52 0.46 27.99 -0.60 1.03
JP. no 8 74.72 0.52 0.46 28.52 -0.38 1.79
JP. no 9 74.72 0.54 0.44 53.75 0.04 11.32
JP. no 10 74.72 0.52 0.46 29.23 0.52 0.95
JP. n◦11 74.71 0.52 0.46 28.36 0.94 0.75
Moy. JP 74.67 0.52 0.46 32.15
JLB. no 1 74.72 0.52 0.46 28.75 0.99 0.79
JLB. no 2 74.72 0.52 0.46 29.06 0.37 1.86
JLB. no 3 74.71 0.52 0.45 29.47 -0.21 3.09
JLB. no 4 74.71 0.52 0.46 29.49 -0.64 1.38
JLB. no 5 74.71 0.52 0.46 28.99 -0.89 0.94
JLB. no 6 74.72 0.52 0.46 28.97 -0.89 1.07
JLB. no 7 74.72 0.52 0.46 28.69 -0.65 1.20
JLB. no 8 74.71 0.52 0.47 30.47 -0.21 2.86
JLB. no 9 74.72 0.52 0.46 30.09 0.36 1.55
JLB. no 10 74.71 0.52 0.46 28.92 1.00 0.18
Moy. JLB 74.67 0.52 0.46 29.29
TABLEAU 7.19 – Fréquences propres et amortissements modaux et déformées modales du 1er mode propre déter-
minés avec la TO à partir des signaux des accéléromètres, des jauges ponctuelles et des jauges
longue base pour la poutre E-E saine.
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FIGURE 7.19 – Arêtes des deux premiers modes propres obtenues à partir des accéléromètres, des JP et des JLB
pour l’essai no 1 de l’état sain
173
7. ETUDE EXPÉRIMENTALE D’UNE POUTRE BI-ENCASTRÉE
Capteur
Mode n◦ 2
f2(Hz) ε2(%) Φ2
Moyenne ∆σ/σ% Moyenne ∆σ/σ% Moyenne ∆σ/σ%
Acc. no 1 206.19 0.29 0.33 7.49 0.04 0.21
Acc. no 2 206.19 0.29 0.33 7.51 0.42 0.14
Acc. no 3 206.19 0.29 0.33 7.50 0.87 0.04
Acc. no 4 206.19 0.29 0.33 7.50 1.00 0.00
Acc. no 5 206.19 0.29 0.33 7.52 0.67 0.14
Acc. no 6 206.21 0.27 0.38 12.24 0.01 18.85
Acc. no 7 206.19 0.29 0.33 7.44 -0.65 0.05
Acc. no 8 206.19 0.29 0.33 7.47 -0.99 0.06
Acc. no 9 206.19 0.29 0.33 7.48 -0.88 0.09
Acc. no 10 206.19 0.29 0.33 7.49 -0.44 0.06
Acc. no 11 206.19 0.29 0.33 7.44 -0.05 0.28
Moy. Acc 206.19 0.29 0.34 7.92
JP. no 1 206.10 0.29 0.34 10.75 -1.00 0.00
JP. no 2 206.09 0.30 0.33 20.15 -0.09 4.54
JP. no 3 206.10 0.29 0.34 10.63 0.57 0.95
JP. no 4 206.10 0.29 0.34 10.73 0.91 0.65
JP. no 5 206.10 0.29 0.34 10.86 0.65 0.88
JP. no 6 206.28 0.46 0.31 127.25 0.01 31.37
JP. no 7 206.10 0.29 0.34 10.55 -0.58 0.86
JP. no 8 206.10 0.29 0.33 10.76 -0.93 0.54
JP. no 9 206.10 0.29 0.34 11.17 -0.61 0.80
JP. no 10 206.11 0.30 0.33 21.29 0.08 5.25
JP. no 11 206.10 0.29 0.34 10.95 0.93 0.61
Moy. JP 206.12 0.31 0.33 23.19
JLB. no 1 206.10 0.29 0.34 10.95 -0.67 0.97
JLB. no 2 206.10 0.29 0.34 12.02 0.37 1.37
JLB. no 3 206.10 0.29 0.34 10.63 1.00 0.11
JLB. no 4 206.10 0.29 0.34 10.57 0.99 0.68
JLB. no 5 206.10 0.29 0.34 10.91 0.42 1.19
JLB. no 6 206.11 0.29 0.33 10.73 -0.38 1.30
JLB. no 7 206.10 0.29 0.34 10.81 -0.97 0.65
JLB. no 8 206.10 0.29 0.34 10.72 -0.99 0.71
JLB. no 9 206.10 0.29 0.34 11.03 -0.40 1.24
JLB. no 10 206.10 0.29 0.34 11.59 0.69 0.92
Moy. JLB 206.10 0.29 0.34 11.00
TABLEAU 7.20 – Fréquences propres et amortissements modaux et déformées modales du 2ème mode propre déter-
minés avec la TO à partir des signaux des accéléromètres, des jauges ponctuelles et des jauges
longue base pour la poutre E-E saine.
Sur la figure 7.20, les déformées modales identifiées pour le 1er mode sont représentés pour les cap-
teurs ponctuels, les JP et les JLB. Pour les graphes concernant les JLB, la courbe tracée pour chacun
des modes en pointillés est la courbure modale φ′′k(x). Cela permet de montrer la forme particulière
les déformées modales obtenues à partir de mesures de JLB. La valeur de la déformée est l’intégrale
de la courbure modale et elle est associée non pas à un point mais à la base de mesure de la jauge.
L’allure sera alors une courbe en forme de marches d’escalier ou de diagramme en barres [18].
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FIGURE 7.20 – Déformées modales normalisées du premier mode propre obtenues avec les différents types de cap-
teurs pour la poutre saine
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Capteur
Mode n◦ 3
f3(Hz) ε3(%) Φ3
Moyenne ∆σ/σ% Moyenne ∆σ/σ% Moyenne ∆σ/σ%
Acc. no 1 405.13 0.20 0.65 3.70 -0.08 1.19
Acc. no 2 405.15 0.20 0.64 3.70 -0.68 0.16
Acc. no 3 405.15 0.20 0.64 3.70 -1.00 0.00
Acc. no 4 405.15 0.20 0.64 3.71 -0.47 0.12
Acc. no 5 405.15 0.20 0.64 3.70 0.47 0.37
Acc. no 6 405.15 0.20 0.64 3.70 0.94 0.04
Acc. no 7 405.15 0.20 0.64 3.76 0.48 0.12
Acc. no 8 405.15 0.20 0.64 3.64 -0.46 0.09
Acc. no 9 405.15 0.20 0.64 3.69 -0.98 0.07
Acc. no 10 405.15 0.20 0.64 3.71 -0.70 0.26
Acc. no 11 405.15 0.20 0.65 3.75 -0.10 1.06
Moy. Acc 404.02 0.20 0.64 3.71
JP. no 1 404.01 0.20 0.70 11.23 0.91 2.99
JP. no 2 404.02 0.22 0.67 19.32 -0.31 8.29
JP. no 3 403.94 0.20 0.69 11.06 -0.81 3.62
JP. no 4 404.02 0.21 0.68 15.16 -0.45 6.67
JP. no 5 404.06 0.21 0.70 14.47 0.52 3.92
JP. no 6 404.04 0.20 0.69 10.26 1.00 0.00
JP. no 7 404.04 0.21 0.70 14.00 0.50 3.97
JP. no 8 403.94 0.23 0.68 14.34 -0.44 5.74
JP. no 9 403.97 0.21 0.69 11.04 -0.86 3.65
JP. no 10 403.98 0.22 0.70 17.17 -0.34 6.31
JP. no 11 404.01 0.21 0.70 12.16 0.83 3.69
Moy. JP 404.00 0.21 0.69 13.66
JLB. no 1 403.97 0.25 0.69 24.97 0.26 7.27
JLB. no 2 403.95 0.21 0.69 11.08 -0.81 4.12
JLB. no 3 403.99 0.21 0.69 10.12 -0.89 3.65
JLB. no 4 404.33 0.37 0.17 614.02 0.01 598.10
JLB. no 5 404.03 0.20 0.69 10.74 1.00 0.74
JLB. no 6 403.98 0.20 0.69 11.35 0.95 3.47
JLB. no 7 404.11 0.31 0.70 59.29 0.09 30.81
JLB. no 8 403.96 0.21 0.70 12.45 -0.89 3.75
JLB. no 9 403.99 0.20 0.70 11.76 -0.87 3.62
JLB. no 10 404.21 0.21 0.69 19.06 0.36 7.32
Moy. JLB 404.05 0.24 0.64 78.48
TABLEAU 7.21 – Fréquences propres et amortissements modaux et déformées modales du 3ème mode propre déter-
minés avec la TO à partir des signaux des accéléromètres, des jauges ponctuelles et des jauges
longue base pour la poutre E-E saine.
7.6 Détection d’endommagement par les méthodes utilisant les
paramètres modaux
Dans cette partie, nous allons utiliser quelques méthodes de détection d’endommagement pour la
poutre E-E trouée. Le trou se situe entre les accéléromètres no 5 et no 6, entre les JP no 5 et no 6 et au
niveau de la JLB no 5.
Les paramètres modaux identifiés par la TO sur les essais les plus fiables et répétables pour chaque
état seront employés dans les différentes méthodes d’évaluation d’endommagement. Les indicateurs
d’endommagement sont obtenus avec les 3 premiers modes. L’état de référence sera celui de la poutre
saine.
Le tableau 7.22 reporte les fréquences propres et les variations relatives associées pour chacun des
cas.
Les figures 7.21, 7.22 et 7.23 illustrent les déformées modales, normalisées par rapport au maximum,
obtenues pour les trois premiers modes et les 6 états de la poutre avec les accéléromètres, les jauges
ponctuelles et les jauges longue base. Sur les figures 7.21(b), 7.22(b) et 7.23(b) les courbes tracées
en pointillé représentent respectivement les courbures modales φ′′1(x), φ′′2(x) et φ′′3(x) pour la poutre
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Fréquences (Hz)
1ère 2ème 3ème
Acc. JP JLB Acc. JP JLB Acc. JP JLB
Poutre intacte 74.56 74.52 74.52 205.92 205.84 205.83 403.65 403.64 403.60
Cas 1 74.30 74.26 74.26 205.73 205.67 205.64 403.78 403.60 403.59
Changement (%) 0.35 0.34 0.35 0.09 0.08 0.09 0.03 0.01 0.02
Cas 2 75.48 75.43 75.42 206.87 206.79 206.78 404.92 404.80 404.72
Changement (%) 1.23 1.23 1.21 0.46 0.46 0.46 0.31 0.29 0.28
Cas 3 74.98 74.91 74.91 206.19 206.11 206.10 403.64 403.51 403.63
Changement (%) 0.56 0.52 0.52 0.13 0.13 0.13 0.00 0.03 0.06
Cas 4 75.91 75.80 75.80 207.71 207.39 207.45 405.55 405.04 405.03
Changement (%) 1.80 1.72 1.72 0.87 0.75 0.79 0.47 0.35 0.35
Cas 5 76.14 76.03 76.03 208.04 207.83 207.79 405.65 405.28 405.22
Changement (%) 2.12 2.03 2.02 1.03 0.97 0.95 0.49 0.41 0.40
TABLEAU 7.22 – Fréquences propres et variations relatives pour les 5 cas d’endommagement à partir des trois
types de capteurs
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FIGURE 7.21 – Déformées modales normalisées du premier mode propre obtenues avec les différents types de cap-
teurs et les 6 états de la poutre
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FIGURE 7.22 – Déformées modales normalisées du deuxième mode propre obtenues avec les différents types de
capteurs et les 6 états de la poutre
Les indicateurs d’endommagement seront normalisés par rapport au maximum afin de mieux visua-
liser leurs variations. La figure 7.24 montre les différences de déformées modales obtenues avec les
accéléromètres. La déviation du mode propre à la position du trou (x0 = 0.321) est très petite et n’est
pas détectable. On voit que la valeur maximale se trouve au capteur no 10. Notons que la détection
sera faussée si le défaut se situe au niveau du capteur servant à la normalisation de la déformée modale
[8].
Ceci est confirmé par les graphes de figure 7.25 qui montrent les cœfficients de MAC et COMAC
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FIGURE 7.23 – Déformées modales normalisées du troisième mode propre obtenues avec les différents types de
capteurs et les 6 états de la poutre
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FIGURE 7.24 – Différences de déformées modales normalisées obtenues avec les accéléromètres
indiquant le degré de corrélation entre les déformées modales mesurées pour les 5 états endommagés
et les trois premiers modes propres mesurés. A partir des accéléromètres et des deux types de jauges
les cœfficients obtenus montrent quelques variations à la position réelle du trou. Ce changement est
plus élevé à l’état 5 de la poutre. Comme prévu, cette variation est faible et n’indique pas nécessaire-
ment la présence d’un endommagement, car elle peut-être également présente entre deux déformées
modales provenant de deux essais du même état.
Flexibilité
La figure 7.26 présente les résultats obtenus pour la méthode de flexbilité donnée par l’expression
(Eq. (7.3)).
F =
N∑
k=1
1
ω2k
φkφ
T
k (7.3)
La méthode de flexibilité ne permet pas de distinguer la zone endommagée, ce qui correspond au
résultat numérique. Les valeurs maximales des changements de flexibilité obtenues par les trois types
de capteurs se trouvent dans la zone du trou mais de fausses zones endommagées apparaissent égale-
ment. La méthode présente alors un handicap à localiser précisement le défaut.
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FIGURE 7.25 – Cœfficients MAC et COMAC
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FIGURE 7.26 – Différences de flexibilité normalisées obtenues avec les différents capteurs
7.7 Détection d’endommagement par les méthodes utilisant la
courbure modale
Dans cette section trois méthodes sont testées qui sont fondées sur la courbure modale : courbure
des déformées modales, courbure de flexibilité et énergies de déformation modale. La détection et
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localisation sont considérées précises lorsque les valeurs maximales des critères se trouvent dans la
zone endommagée.
7.7.1 Courbure modale
Pour les cinq états endommagés de la poutre, la différence de courbure modale obtenue à partir des
accéléromètres (Eq. (7.4)) et les intégrales de courbures modales (Eq. (7.5)) mesurées par les jauges
ponctuelles et les jauges longue base sont illustrées sur la figure 7.27. Les résultats dispersés ne sont
pas surprenants a priori et corrèlent bien avec les résultats numériques. Les mesures bruitées et le
nombre de capteurs insuffisant perturbent la détection et la localisation des endommagements par
cette méthode.
∆CM(i) =
1
N
N∑
k=1
|φ′′ik − φ′′∗ik | (7.4)
∆JLB(i) =
1
N
N∑
k=1
|Ψik −Ψ∗ik| (7.5)
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FIGURE 7.27 – Différences de courbure modale obtenues avec les différents types de capteurs
7.7.2 Courbure de Flexibilité
La méthode de courbure de flexibilité, donnée par l’expression (Eq. (7.6)), est illustrée sur la figure
7.28. La méthode semble présenter une performance accrue par rapport à la méthode de courbure
des déformées modales, ceci s’accorde bien avec l’étude numérique réalisée au Chapitre 4. Le chan-
gement maximal obtenu par les accéléromètres se trouve au niveau du capteur no 7 ce qui n’est pas
réellement la position du trou, mais quand même la méthode a permis d’envisager la zone endomma-
gée. Par contre, le changement maximal obtenu les JP et les JLB se trouve approximativement dans la
zone où se situe du trou (entre les capteurs no 5 et no 6), cependant de fausses détection sont toujours
présentes, qui peuvent provenir des erreurs sur paramètres modaux.
f ′′i =
fi−1,i−1 − 2fi,i + fi+1,i+1
h2
(7.6)
179
7. ETUDE EXPÉRIMENTALE D’UNE POUTRE BI-ENCASTRÉE
Cas de Défaut
N
° C
ap
te
ur
 
 
1 2 3 4 5
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1
(a) Accéléromètres
Cas de Défaut
N
° C
ap
te
ur
 
 
1 2 3 4 5
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1
(b) JLB
Cas de Défaut
N
° C
ap
te
ur
 
 
1 2 3 4 5
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1
(c) JP
FIGURE 7.28 – Différences de courbure de flexibilité obtenues avec les différents types de capteurs
7.7.3 Energie de déformation modale
Les résultats obtenus pour l’energie de déformation modale sont présentées sur la figure 7.29. L’appli-
cation de l’indicateur basée sur le changement de l’énergie de déformation exprimée dans l’équation
9.10(d) a présenté une bonne précision par rapport aux méthodes précédentes pour localiser les mo-
difications structurales dans le cas des JLB et pour les différents cas de défauts. Pour les résultats des
JP, on voit que pour des cas de défauts sévères (no 4 et no 5), les détections et les localisations sont
faussées. Ceci peut provenir d’un niveau de bruit de mesure plus élevé lors de ces essais. Cependant,
à partir des accéléromètres, une dispersion importante apparaît. La valeur maximale se trouve entre
les capteurs no 5 et no 6 pour les deux cas de défauts sévères, alors que pour les trois premiers cas de
défaut, de fausses détections et localisations apparaissent
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FIGURE 7.29 – Changements de l’énergie de déformation modale obtenues par les différents types de capteurs
7.7.4 Etude mode par mode
Nous avons démontré au travers des simulations numériques (Chapitre 4) que la probabilité de dé-
tection par les capteurs longue base est plus élevée que celle obtenue par les capteurs ponctuels. A
partir des accéléromètres, l’obtention de détections très dispersées n’est pas surprenante a priori. Ce-
pendant, la faible sensibilité des JLB pour quelques méthodes est plus surprenante.
Pour cela nous avons analysé mode par mode les résultats obtenus à partir des différentes méthodes
de détection. Les figures 7.30, 7.31 et 7.32 présentent les résultats obtenus pour les 3 premiers modes
à partir des différentes méthodes de détection et des différents types de capteurs.
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FIGURE 7.30 – Résultats des méthodes de détection obtenues pour chaque mode propre avec les accéléromètres
L’analyse séparée mode par mode montre que certains modes sont plus sensibles que d’autres au
défaut. Nous remarquons par exemple que l’indicateur d’endommagement fondée sur l’énergie de
déformation, obtenu avec les accéléromètres, est très sensible pour le deuxième mode (niveau de dé-
tection très élevé). Ceci peut provenir de la présence du défaut au niveau d’un nœud du mode propre
ce qui peut fausser les détections.
Les modes n’ont pas permis de localiser une localisation satisfaisante, voire même certains modes
localisent des zones totalement erronées.
Par contre, pour les deux types de jauges, cette étude met en évidence que c’est le mode no 3 qui
introduisait des perturbations dans le calcul des indicateurs d’endommagement.
En conclusion, les résultats sont décevants mais un peu prévisibles du fait du nombre
de capteurs trop faible et du bruit de mesure élevé sur les jauges. Selon Sazonov le nombre
de capteur recommandé pour observer trois modes propres, en fonction du bruit existant,
est de 15. Nous avons vu que l’utilisation d’un critère de détection d’endommagement glo-
bal n’est pas très fiable, car certains modes perturbent les résultats, par exemple lorsque
le défaut est proche du nœud d’un mode. Les JLB ont fourni de meilleures détection et
localisation du défaut que les autres types de capteurs.
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FIGURE 7.31 – Résultats des méthodes de détection obtenues pour chaque mode propre avec les JP
7.8 Détection d’une modification structurale à partir du filtrage
modal
Comme déjà mentionné au Chapitre 2, cette technique s’appuie sur l’utilisation d’un nombre élevé de
capteurs n (figure 2.11) qui sont combinés linéairement par la formule 7.7. Cette combinaison permet
d’effectuer un filtrage modal qui isole un mode l déterminé. En première partie, nous allons étudier le
changement présent entre deux essais d’un même état et puis comparer deux états différents (état sain
et état endommagé ) pour vérifier s’il y a un défaut dans le deuxième état afin d’ensuite le localiser et
le quantifier.
y =
n∑
i=1
αiyi (7.7)
Dans notre étude, nous utilisons les trois premiers modes identifiés par la TO dans la section précé-
dente par analyse modale.
A partir des signaux enregistrés par les accéléromètres et du signal de force généré par le pot vibrant,
nous avons évalué les fonctions de réponses en fréquences correpondantes. De plus, les cœfficients
du filtrage modal α sont déterminées à partir des paramètres modaux identifiés en appliquant la SVD
sur la matrice des modes propres.
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FIGURE 7.32 – Résultats des méthodes de détection obtenues pour chaque mode propre avec les JLB
Le traitement des 100 premiers essais de la poutre par analyse modale a fourni au niveau des fré-
quences propres des résultats surprenants. Une variation de la valeur des trois premières fréquences
propres en fonction du temps, sur deux journées, est observée. Pour comprendre ce phénomène, le
filtrage modal est utilisé pour détecter un changement global que la poutre a subi. Deux cas se posent :
changement de température au sein de la salle d’expérimentation ou changement au niveau des en-
castrements (conditions aux limites).
A. Deraemaeker et A.Peumont [9] ont démontré théoriquement et numériquement qu’un changement
local et un changement global (qui est essentiellement un changement de température) de la struc-
ture peuvent être distingués. Quand le changement est local, des pics apparaissent dans la réponse
filtrée pour un mode déterminé alors que lorsque la variation est globale, le filtre modal est décalé en
fréquence mais la forme n’est pas modifiée.
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7.8.1 Détection à partir d’une série d’essais sur la poutre saine
La méthode utilisant le filtrage modal nécessite la connaissance de la FRF. Afin d’obtenir la fonction
de transfert H1, La relation (7.8) est utilisée :
H
(i)
1 (ω) =
G
(i)
fu(ω)
G
(i)
ff (ω)
(7.8)
où Gfu(ω) = F (ω).U(ω) et Gff (ω) = F (ω).F (ω) sont respectivement l’interspectre et l’autos-
pectre. U et F étant les TF respectives du signal d’accélération et du signal de force. L’indice i
correspond au numéro de l’essai.
Les figures 7.33(a),7.33(b) et 7.33(c) montrent les FRFs des filtres modaux pour les 100 essais de
l’état sain, isolant les modes 1, 2 et 3 respectivement. Afin de mieux visualiser les résultats, la tech-
nique est appliquée sur seulement 30 essais de l’état sain. Les figures 7.34(a),7.34(b) et 7.34(c) illus-
trent les FRFs pour ces essais. Les courbes en bleu représentent des essais répétables (n◦1 à n◦10)
en termes de paramètres modaux obtenus et les courbes en rouge représentent les réponses du filtre
appliqué aux essais n◦61 à n◦80, pour lesquels une diminution de fréquence est observée.
Selon [9], s’il y a présence d’un changement local dans la poutre, des pics parasites apparaîtront sur
la réponse du filtre modal au niveau des fréquences propres non filtrées.
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FIGURE 7.33 – Filtrage des 3 premiers modes à partir des signaux d’accélération pour les 100 essais de l’état sain
Nous remarquons des pics qui apparaissent au niveaux des fréquences non filtrées. Cepedendant, en
effectuant un zoom, une déviation est claire au niveau de la fréquence propre correspondant au mode
pour lequel le filtrage modal est appliqué, ce qui peut être expliqué par un changement de température
ou une faible variation au niveau des encastrements de la poutre.
7.8.2 Détection à partir d’une série d’essais de l’état sain et des états endom-
magés
Ayant trouvé les FRF des essais répétables des états endommagés, la figure 7.35 compare l’état sain
et les états endommagés. La figure 7.36 est un zoom de la figure 7.35 afin d’observer les variations.
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FIGURE 7.34 – Filtrage modal appliqué au 3ème mode propre à partir des signaux d’accélération provenant de 30
essais de l’état sain
On remarque que par rapport à la FRF, la FRF du filtre modal obtenu pour l’état sain, celles obtenues
pour les états endommagés montrent clairement des pics au niveau des fréquences propres filtrées. La
présence d’un défaut peut être détecté a priori. On remarque que des pics apparaissent dans d’autres
endroits, mais nous n’avons pas trouvé une explication à ceci.
7.9 Application de méthodes fondées sur la courbure de TF
Dans ce paragraphe, nous appliquerons des méthodes utilisant la TF des différents capteurs pour dé-
tecter et localiser l’endommagement. Cette méthode a été développée par Maia, Sampaio et Silva [12]
pour le cas d’une poutre L-L et cette dernière a été également testée sur le pont I-40 aux Etats Unis.
La figure 7.37 montre les TF obtenues pour 30 essais à partir des accéléromètres, des JP et des JLB
pour la poutre saine et les états endommagés. La courbure de la transformée de Fourier est obtenue
en appliquant la différence finie centrée (Eq. 7.9).
H ′′jω(i) =
H ′′jω(i+ 1)− 2H ′′jω(i) +H ′′jω(i− 1)
h2
(7.9)
L’influence de la bande de fréquence sur la localisation du défaut a déjà été étudié numériquement.
Il a été démontré dans la littérature que la méthode donne de résultats plus fiables pour un intervalle
de fréquences avant la première fréquence propre. Ainsi la bande de fréquences choisie pour le calcul
est [24Hz - 62Hz] (première fréquence propre égale à 74.56Hz).
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FIGURE 7.35 – Filtrage modal appliqué aux 3 premiers modes à partir des signaux d’accélération, provenant de la
moyenne des essais répétables pour les différents états de la poutre
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FIGURE 7.36 – Filtrage modal appliqué au 3ème mode à partir des signaux d’accélération, provenant de la moyenne
des essais répétables pour les différents états de la poutre - zoom
Du fait de la différence finie centrée, les valeurs de courbure de réponse en fréquence ne seront pas
déterminées pour les capteurs proches des extremités de la poutre. Donc 9 accéléromètres donneront
l’information.
Nous avons proposé de calculer les courbures des TF, et non des FRFs, fournies par les accéléromètres.
Le fait que la technique est fondée sur des différences de TF entre etat sain et état endommagé, pour
un intervalle de fréquence choisie, les TF obtenues par les deux types de jauges sont assez bruitées et
ne permettront pas de fournir des résultats satisfaisants.
La figure 7.38 montre les différences absolues de courbure de TF et d’énergie de courbure de TF
obtenus à partir des accéléromètres pour les différents états endommagés. Il est bien clair que les
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FIGURE 7.37 – Moyenne des TF obtenues à partir des accéléromètres pour la poutre saine et les différents cas de
défaut
deux méthodes permettent de détecter et de localiser l’endommagement. La valeur égale à 1 se trouve
entres les capteur 5 et 6 qui correspond à la position du trou. Pour la localisation, les différences de
l’énergie de la courbure de TF donnent de meilleurs résultats car la valeur maximale se trouve sur une
zone restreinte autour du trou.
L’inconvénient de ces deux méthodes est que la procédure d’obtention des courbures modales ne
permettra pas de détecter des défauts aux bords de la structure étudiée. L’avantage par contre se
trouve dans le fait qu’elles ne nécessitent pas d’identification des paramètres modaux ce qui est le cas
des autres méthodes de détection.
Cas de Défaut
N
° C
ap
te
ur
 
 
1 2 3 4 5
2
4
6
8
10
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
(a)
Cas de Défaut
N
° C
ap
te
ur
 
 
1 2 3 4 5
2
4
6
8
10
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
(b)
FIGURE 7.38 – (a) Différences de courbures de TF (b) Différences de l’énergie de courbure de TF obtenues à partir
des accéléromètres
7.10 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons présenté les résultats de détection et de localisation d’un trou de diffé-
rents diamètres sur une poutre en aluminium E-E montée au sein du laboratoire. Les trois types de
capteurs (accéléromètres, jauges longue base et jauges ponctuelles) ont donné des fréquences propres
assez proches. Nous avons supposé que lorsque la valeur maximale du critère se trouve au niveau
du capteur autour duquel est situé le trou, la méthode a pu détecter et localiser. La flexibilité, qui
utilise les fréquences propres et les modes propres, a donné des résultats dispersés comme par l’étude
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numérique mais la valeur maximale se trouve dans la région où le trou est situé. L’application de la
courbure de flexibilité, qui utilise la courbure de la matrice de flexibilité obtenue des différents cap-
teurs, a fourni des résultats satisfaisants pour les JLB et les JP. La valeur maximale se trouvent autour
de la position du trou (entre les capteurs no 5 et no 6) pour tous les états, alors que les accéléromètres
donnent une position incorrecte avec de fausses détections. Ceci s’explique par le fait que l’utilisation
directe des déformée modales n’est pas très fiable pour la détection et la localisation d’endommage-
ment, alors que les JLB et les JP qui fournissent directement une intégrale de courbure modale sont
plus performantes. Ce résultat est le même pour l’énergie de déformation qui est fondée sur l’inté-
grale des courbures modales. D’autre part, en tentant d’analyser mode par mode les méthodes, sans
nous baser sur un indicateur unique sommant les contributions de tous les modes étudiés, nous avons
trouvé qu’il y a des modes qui perturbent la détection et la localisation et que certains modes sont
plus sensibles à l’endommagement que d’autres.
Pour l’application de la courbure de TF, qui n’utilise que la TF du signal mesuré par le capteur, les
résultats étaient assez satisfaisants. Les deux méthodes (courbure de TF et énergie de courbure de
TF) ont pu localiser le trou avec précision à partir des accéléromètres. Par ailleurs, l’application du
filtrage modal aux modes propres, a permis de discerner les changements globaux qui apparaissent
entre des essais de l’état sain des changements locaux apparaissant entre des essais des différents états
endommagés de la poutre. Nous avons conclu que des changements de température ou des conditions
d’encastrements de la poutre ont été présents durant les essais ce qui a dispersé les résultats. En
conclusion les résultats de détection et localisation ont tendance à s’améliorer significativement en
instrumentant la poutre par un nombre de capteurs plus élevé et lorsque ces capteurs ont un rapport
signal sur bruit plus important.
188
Bibliographie
[1] Cumunel G., Delepine-Lesoillea S., Argoul P., Long-gage optical fiber extensometers for dyna-
mic evaluation of structures, Sensors and Actuators A : Physical, 184, pp. 1-15, 2012.
[2] Sazonov E., Klinkhachorn P., Optimal spatial sampling interval for damage detection by cur-
vature or strain energy mode shapes, Journal of Sound and Vibration, 285(4-5), pp. 783-801,
2004.
[3] Le T.P., Auscultation dynamique des structures à l’aide de l’analyse continue en ondelettes,
Thèse, ENPC, 2003.
[4] Lardies J., Ta M.N., Berthillier M., Modal parameter estimation based on the wavelet transform
of output data, Archive of Applied Mechanics, 73, pp. 718-733, 2004.
[5] Le T.P, Argoul P., Continuous wavelet transform for modal identification using free decay res-
ponse, Journal of Sound and Vibration, 277, pp. 73-100, 2004.
[6] Erlicher S., Argoul P., Modal identification of linear non-proportionally damped systems by
wavelet transform, Mechanical Systems and Signal Processing, 21(3), 1386-1421, 2007.
[7] Robert P., Des jauges, des ponts... et une solution de câblage pour chaque cas, MESURES 767,
HBM France, 2004.
[8] Cumunel G., Extensomètres à fibre optique Longue Base (ELB) pour l’évaluation dynamique
des structures, Thèse, ENPC, 2008.
[9] Deraemaeker A., Preumont A., Vibration based damage detection using large array sensors and
spatial filters, Mechanical Systems and Signal Processing, 20(7), pp. 1615-1630, 2006.
[10] Chelidze D., Zhou W., Smooth orthogonal decomposition-based vibration mode identification,
Journal of Sound and Vibration, 292(3), pp. 461-473, 2006.
[11] Farooq U., Feeny BF., Smooth orthogonal decomposition for modal analysis of randomly excited
systems, Journal of Sound and Vibration, 316(1), pp. 137-146, 2008.
[12] Sampaio R.P.C., Maia N.M.M., Silva J.M.M., Damage detection using the frequency-response-
function curvature method, Journal of Sound and Vibration, 226(5), pp.1029-1042, 1999.
[13] Le T.T.H, Contribution à la détection et à la localisation d’endommagements par des méthodes
d’analyse dynamique des modifications structurales d’une poutre avec tension - Application au
suivi des câble du génie civil, Thèse, ENPC, 2014.
[14] De Moor B., Moonen M., Vandenberghe L., Vandewalle, J. Identification of linear state space
models with svd using conanical correlation analysis, Singular Value Decomposition and Signal
Processing, pp. 161-169, 1988.
189
BIBLIOGRAPHIE
[15] Van Overchee P. De Moor, B. Subspace identification for linear systems : Theory - Implementa-
tion - Applications, Kluwer Academic Publisher, 29(3), 649-660, 1996.
[16] Basseville M., Benveniste A., Goursat M., Hermans L., Mevel L., Van Der Auweraer H. Output-
only subspace-based structural identification : from theory to industrial testing practice, Journal
of Dynamic Systems, Measurement and Control, 4, pp. 668-676, 2001.
[17] Garibaldi L., Marchesoello S., Subspace-based identification of nonlinear structures, Shock and
Vibration, 15(3-4), pp. 345-354, 2008,
[18] Calvert S., Conte J.P., Moaveni B., Schulz W.L., de Callafon R., Real time damage assessment
using fiber optic grating sensors, Proceedings of SPIE, Vol. 5278, 2003.
190
Chapitre 8
Analyse vibratoire par corrélation d’images
CE CHAPITRE est consacré à l’analyse vibratoire par corrélation d’images. Toutd’abord une description succincte des concepts de la technique utilisée pour la
corrélation d’images est réalisée. Cette description est suivie de quelques exemples
d’application de la littérature. Puis, les résultats de la corrélation d’images obtenues
pour la poutre E-E expérimentale sont présentés. Une étude est ensuite effectuée afin
de mettre en évidence l’influence de certains paramètres de la méthode de corréla-
tion comme la taille du domaine de corrélation et le nombre de points à corréler,
en évaluant le bruit d’image. En effet, différents types d’erreurs peuvent être ren-
contrés lors de mesures par corrélation d’images. Finalement, l’identification des
paramètres modaux associés au signal de déplacement obtenu ainsi qu’une confron-
tation numérique-expérience sont présentées.
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8.1 Principe général de la corrélation d’images
8.1 Principe général de la corrélation d’images
L’extensométrie par mesures de champs basée sur la corrélation d’images numériques est une tech-
nique de mesure optique sans contact. La connaissance des déplacements ou déformations au cours
du temps est un allié essentiel au modélisateur pour permettre une meilleure validation des modèles
numériques.
En pratique, deux images sont utilisées. La première est dite de référence ou non-déformée et la se-
conde déformée. L’idée de la corrélation d’images consiste à comparer les images acquises à l’état de
référence et celles acquises à différentes étapes de la déformation au cours de la sollicitation (voir fi-
gure ci-dessous), puis à mesurer le champ incrémental de déplacement (M. Bornert 1 [1]). Ces images
sont constituées d’un ensemble de pixels avec des niveaux de gris. Pour ce faire, une grille virtuelle
de points est créée dans l’image de référence et la technique consiste à rechercher les points corres-
pondants dans l’image déformée en s’appuyant sur la reconnaissance des niveaux de gris d’une zone
entourant chaque point. La région située au même endroit est considérée dans l’image déformée (Fig.
8.1).
(a) Instant 0 (b) Instant t
FIGURE 8.1 – Zones d’étude sur une image de référence et sur une image déformée [2]
D’un point de vue mathématique, nous supposons que les images dans deux états différents de l’objet
s’écrivent f(X) et g(X), où X représente les coordonnées en pixel dans l’image. Si on appelle u(X)
le champ de déplacement entre les deux images, la conservation locale de la luminance s’écrit :
g(X) = f (x+ u(X)) (8.1)
Le problème consiste donc à identifier le meilleur champ de déplacement permettant de minimiser la
fonctionnelle des résidus de corrélation, φ2cor.
φ2cor[u] =
∫ ∫
Ω
|f (X + u(X))− g(X)|2 dS =
∫ ∫
Ω
Φ(X)dS (8.2)
La minimisation de Φ est intrinsèquement non-linéaire et constitue un problème mal posé. Pour ces
raisons, une formulation faible est préférée en adoptant un schéma de discrétisation général.
1. Responsable de l’équipe Multi-échelles du Laboratoire Navier.
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u(X) =
∑
n∈N
unψn(X) = [ψ(X)][u] (8.3)
où ψn sont les fonctions de forme et un leurs degrés de liberté associés. Dans un formalisme matrice-
vecteur, [ψ] est une matrice ligne qui contient les valeurs des fonctions de forme ψn et u le vecteur
colonne des degrés de liberté.
La technique vise donc à approximer au mieux la transformation apparente Φ(X) d’une fenêtre de
corrélation D au voisinage de X en mesurant la ressemblance entre la fenêtre D et sa transformée par
Φ (voir figure 8.2).
La ressemblance est définie par un cœfficient de corrélation C(Φ0), Φ0 étant une approximation de la
transformation locale réelle Φ recherchée. Cette ressemblance est d’autant plus grande que le cœffi-
cient de corrélation est petit. On retient la transformation Φ0 qui minimise C(Φ0).
FIGURE 8.2 – Principe de la corrélation d’images : le marquage (« mouchetis » de peinture) suit le mouvement
matériel
Dans CMV, logiciel de corrélation d’images développé par M. Bornert, le cœfficient de corrélation à
minimiser est défini comme suit [3].
C(Φ0) = 1−
∑
X∈D
(f(X)− f). (g (φ(X))− g)√ ∑
X∈D
(f(X)− f)2. ∑
X∈D
(g (φ(X))− g)2
(8.4)
où f et g forment la moyenne des images f et g respectivement.
Ce cœfficient correspond aux écarts de distribution de niveaux de gris présents dans la fenêtre de
corrélation D entre l’état initial et l’état déformé.
Ce cœfficient de corrélation est compris entre 0 et 2. Une ressemblance parfaite entre les deux images
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conduit à un coefficient nul. Sa valeur maximale est de 2 ("anti-corrélation") et la valeur 1 reflète
une absence de ressemblance des niveaux de gris. Les valeurs de ce cœfficient de corrélation sont
insensibles à des variations moyennes de contraste et de luminosité sur la fenêtre de corrélation. Le
résultat de la recherche de l’approximation de la transformation réelle par minimisation du cœfficient
de corrélation dépend aussi de l’espace dans lequel cette minimisation est entreprise, c’est-à-dire de la
forme paramétrique a priori de Φ0. Un développpement limité de Φ au voisinage de x fournit diverses
représentations approchées envisageables.
8.2 Contexte bibliographique
Lombard et Gatuingt [4] dans le cadre des travaux de thèse de Chambart [5] et Leroux [6] ont réa-
lisé, en collaboration avec le CEA Saclay et EDF R&D, des essais d’impact sur des poutres en béton
armé. Ces essais ont été instrumentés avec deux caméras rapides en plus des mesures habituelles de
déformation, de vitesse du projectile et de force d’impact (Fig. 8.3).
L’objet de leur travail était l’analyse par corrélation d’images de ces essais. Leur but était de pouvoir
FIGURE 8.3 – Dispositif experimental [4]
développer des techniques expérimentales capables d’identifier les champs de déplacement, permet-
tant ainsi de valider un modèle (loi de comportement et modèle numérique) en le comparant plus
précisément avec l’expérience.
Les caméras utilisées possèdent une fréquence d’acquisition maximale de 106 images par seconde.
Cependant, leur capacité de stockage est limitée et dépend de la durée de l’enregistrement, de la fré-
quence d’acquisition et aussi de la résolution des images.
La figure 8.4 montre une zone restreinte d’une face de la poutre testée avec mouchetis afin d’observer
la propagation de la fissure centrale de la poutre.
La figure 8.5 montre les différents champs de déplacement (horizontaux et verticaux) obtenus pour la
poutre en béton armé soumise à un choc.
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FIGURE 8.4 – Zone d’intérêt pour la corrélation d’images lors de l’étude de la vitesse de fissuration sur une poutre
en flexion trois points [4]
FIGURE 8.5 – Champs de déplacements (en pixel) dans la poutre lors de l’essai de choc [4]
Des essais de laboratoire ont également été menés par [8] pour mettre en œuvre les concepts d’utilisa-
tion des caméras à haute vitesse. Les résultats ont montré que l’acquisition des données par corrélation
d’images utilisant une caméra est efficace pour obtenir des données spatio-temporelles et réaliser des
essais dynamiques sans contact.
Ils ont eu recours à cette technique pour détecter des endommagements dans les structures et ceci
par extraction du déplacement temporel. Puis, ils ont identifié les caractéristiques dynamiques de la
structure à savoir les fréquences naturelles, l’amortissement et les modes propres. Une poutre en acier
simplement supportée est utilisée pour les deux états : sain et endommagé. Les images ont été enregis-
trées à l’aide d’une caméra Nac Memrecam fxK3. Le capteur CMOS a une résolution de 1280×1024
pixels et un convertisseur analogique/numérique de 10 bits. Les endommagements sont des entailles
de différentes profondeurs.
La figure 8.6 montre un exemple typique de vibration libre de la poutre intacte. Il y a 1001 points
de données (c-à-d images) dans le domaine temporel et 1131 points sur la longueur de la poutre. Les
données ont ensuite été traitées à l’aide du logiciel MEscope Ves [9] afin d’obtenir les fréquences
propres, les coefficients d’amortissement et les modes propres.
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FIGURE 8.6 – Déplacement temporel de la poutre intacte [8]
Patsias et al. [8] ont également proposé une application pour la détection des défauts d’une poutre.
Ils ont utilisé la méthode des correspondances à partir des images de contour pour reconstruire le
mouvement.
FIGURE 8.7 – Méthode générale d’obtention de la déformée moale à partir d’une séquence d’images [8]
Ils ont réalisé l’analyse modale expérimentale d’une poutre console en acier. L’excitation est générée
par un pot vibrant. Ils ont trouvé une très bonne corrélation entre les fréquences théoriques et celles
estimées par la méthode optique. De plus, les déformées analytique et expérimentale sont très proches.
D’ailleurs, une des applications de la méthode de Patsias est d’étudier le déplacement d’une zone. Le
déplacement obtenu à partir des images a permis d’identifier sur le spectre de puissance obtenu par la
TF, les fréquences de résonance de la structure (Fig. 8.8).
(a) (b)
FIGURE 8.8 – (a) Photo de la poutre E-L en flexion, (b) Image typique prise par la caméra SONY [8]
Morlier et al. [10] ont utilisé le traitement d’images sur des données réelles afin d’évaluer la présence
d’endommagement. Ils ont mesuré les vibrations d’un pont à l’aide d’une caméra à faible résolution.
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FIGURE 8.9 – Première courbure modale de la poutre endommagée [8]
FIGURE 8.10 – Exemple d’estimation du mouvement. Les 10 points à corréler sont en vert et la zone à étudier est
celle qui est dans le cadre orange
Ils ont suivi le mouvement des pixels (Fig. 8.11).
FIGURE 8.11 – Exemple d’estimation du mouvement. Les 10 points à corréler sont en vert et la zone à étudier est
celle qui est dans le cadre orange
D’autre part, Karama [11] a mesuré les champs de déplacements et de déformations sur la surface
latérale d’une poutre sandwich en nid d’abeilles soumise à des sollicitations de flexion trois et quatre
points pour la validation d’une modélisation par éléments finis.
Les études de Lecompte [12] et Robert [13] présentent également une application de la stéréo-
corrélation d’images pour la détection de fissures à la surface d’une poutre.
Poudel et al. [14] ont utilisé une caméra dans leur étude afin d’identifier les paramètres modaux d’une
poutre endommagée. Ils ont appliqué la méthode fondée sur la TO sur la matrice des modes propres
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pour détecter et localiser une entaille. Les résultats sont assez satisfaisants.
8.3 Le traitement numérique des images
8.3.1 Les pixels d’une image
Une image numérique en niveaux de gris est un tableau de valeurs. Chaque case de ce tableau, qui
stocke une valeur, se nomme un pixel. En notant n le nombre de lignes et p le nombre de colonnes de
l’image, on manipule ainsi un tableau de n× p pixels.
Les valeurs des pixels sont enregistrées dans l’ordinateur ou l’appareil photo numérique sous forme
de nombres entiers entre 0 et 255, ce qui fait 256 valeurs possibles pour chaque pixel. La valeur 0
correspond au noir, et la valeur 255 correspond au blanc. Les valeurs intermédiaires correspondent à
des niveaux de gris allant du noir au blanc.
8.3.2 Mesure de détérioration entre deux images
Les images sont parfois de mauvaise qualité. Un exemple typique de défaut est le bruit qui apparaît
quand une photo est sous-exposée, c’est-à-dire qu’il n’y a pas assez de luminosité. Ce bruit se mani-
feste par de petites fluctuations aléatoires des niveaux de gris.
En traitement d’image, quand on parle de bruit, il est généralement lié au dispositifs d’acquisition et
de numérisation de l’image.
La mesure de la dégradation de l’image se fait par comparaison (distance de Hamming) entre l’image
d’origine et la nouvelle image. Soient f et f˜ , l’image originale et l’image bruitée respectivement.
Le rapport signal sur bruit (ou Signal to Noise Ratio) exprimé par Chanussot [15] équivaut en dB à :
SNR = 10.log

1
M.N
M∑
m=1
N∑
n=1
f 2(m,n)
1
M.N
M∑
m=1
N∑
n=1
(
f(m,n)− f˜(m,n)
)2
 (8.5)
Ainsi, plus le SNR est petit, plus l’image est bruitée, ce qui peut être gênant lors des traitements
d’images. Lorsque le SNR tend vers l’infini, l’image est considérée comme "parfaite". Elle ne
contient donc aucun bruit.
Les normes Grand Public considèrent qu’une image est assez bonne si le SNR est supérieur à 30 dB.
En deça, l’image est trop dégradée.
8.3.3 Filtrage d’images
La notion de filtre est empruntée à la physique et aux techniques de traitement du signal. Si un si-
gnal (électrique, radio, image, etc.) présente des composantes de fréquences très différentes, il peut
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être avantageux d’en éliminer certaines ; on parle de filtrage. Par exemple, un filtre passe-bas enlève
toutes les composantes du spectre de valeurs supérieures à une valeur de fréquence donnée. Filtrer
une image c’est lui appliquer une transformation mathématique qui modifie les valeurs de gris de tout
ou partie des pixels.
L’application du filtre à l’image consiste à déplacer la fenêtre et à remplacer la valeur de chaque pixel
par le résultat de l’opération portant sur ses voisins. Une nouvelle image est ainsi générée (un facteur
de normalisation permet de conserver un intervalle de valeurs identique en entrée et en sortie).
8.3.4 Cœfficient de corrélation de signaux
Bornert et al. dans [7] ont proposé un cœfficient de corrélation Cd qui mesure la ressemblance de deux
signaux de déplacement, le signal calculé numériquement et celui obtenu par corrélation d’images. Il
est défini par :
Cd =
∣∣∣∣∣∣∣∣
N∑
i=1
(yci − yc)(ymi − ym)
N∑
i=1
(yci − yc)2
N∑
i=1
(ymi − ym)2
∣∣∣∣∣∣∣∣ (8.6)
où ym représente le signal de déplacement de dimension N calculé numériquement en un point m ,
et yc est le signal mesuré par corrélation d’images. Si les signaux sont bien corrélés, le cœfficient Cd
sera proche de 1.
8.3.5 Interpolation
Le traitement des images se déroule en deux étapes. La première est une recherche, au pixel près, des
positions des points de référence dans l’image déformée. Dans cette étape, la démarche est incrémen-
tale et consiste à rechercher le minimum du coefficient de corrélation C dans un domaine de recherche
centré sur une position a priori déduite par translation à partir du point précédent. La deuxième étape
consiste à optimiser la position des points en obtenant une précision « sub-pixel » fournissant les com-
posantes du déplacement avec une précision d’une fraction de pixel. Les coordonnées des centres des
domaines homologues déterminent le champ de déplacement qui est utilisé pour calculer le champ de
déformation.
Dans le logiciel CMV, la transformation de la fenêtre de corrélation est supposée être une translation
pure caractérisée par les deux composantes du vecteur de translation ou bien une transformation
homogène caractérisée par 6 cœfficients (les 2 composantes de translation et les 4 composantes du
gradient de la transformation). La minimisation de C est un problème d’optimisation. La procédure,
la plus coûteuse en puissance de calcul mais souvent la plus précise, notamment lorsque les gradients
de niveaux de gris des images sont forts, consiste à interpoler les niveaux de gris de l’image déformée.
Dans CMV, quatre choix d’interpolation sont possibles (figure 8.12) :
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(a) (b) (c)
(d) (e) (f)
FIGURE 8.12 – Types d’interpolation :(a) et (d) Plus proche(b) et (e) bilinéaire (c) et (f) bicubique
– Bilinéaire (distribution continue du niveau de gris dont la valeur au point x dépend du niveau de
gris discret des 4 pixels voisins, au travers de 4 cœfficients d’interpolation à déterminer).
– Bicubique (distribution continue et continuement différentiable du niveau de gris dont la valeur au
point x dépend du niveau de gris discret des 16 pixels voisins, au travers de 16 coefficients). Cette
interpolation assure la continuité
• du niveau de gris
• de son gradient selon x
• de son gradient selon y
• de son gradient selon x et y
– Spline bicubique : formulation alternative à la précédente ayant les mêmes propriétés.
– Spline biquintique : l’interpolation dépend des 36 pixels voisins d’une position x.
8.4 Mise en œuvre expérimentale
Dans cette partie, on procède à l’analyse vibratoire de la poutre E-E étudiée dans le chapitre 7 par
corrélation d’images. Les mesures de champs de déplacement par corrélation d’images ont été en-
treprises à l’aide du logiciel CMV. Une interpolation linéaire est appliquée sur chaque domaine de
l’image déformée ce qui permettra de déterminer les déplacements à une fraction de pixel près.
Le logiciel permet de visualiser les images de référence et déformée. Les points de référence (ou la
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grille virtuelle) sont créés à partir de quatre points choisis dans l’image de référence et définissant
un parallélogramme (Fig. 8.13) puis 20 points équidistants sont considérés, dont les abscisses sont
répertoriées dans le tableau 8.1.
FIGURE 8.13 – Grille virtuelle pour la poutre E-E
Point Abscissepixel mm
no 1 68.00 154.49
no 2 167.00 175.60
no 3 267.00 196.91
no 4 367.00 218.23
no 5 467.00 239.54
no 6 567.00 260.86
no 7 667.00 282.18
no 8 766.00 303.28
no 9 866.00 324.59
no 10 966.00 345.91
no 11 1066.00 367.23
no 12 1166.00 388.54
no 13 1266.00 409.86
no 14 1365.00 430.96
no 15 1465.00 452.28
no 16 1565.00 473.59
no 17 1665.00 494.91
no 18 1765.00 516.22
no 19 1865.00 537.54
no 20 1965.00 558.86
TABLEAU 8.1 – Abscisse des points de la grille en (pixel) et en (mm) par rapport à l’encastrement gauche de la
poutre E-E
Les images sont discrétisées en zones d’étude, centrées au point considéré, dont la taille en pixels est
déterminée par l’utilisateur.
Les paramètres réglables au niveau du logiciel sont :
• la taille de la fenêtre de corrélation
• le pas de la grille de points appariés, de taille p
• option de calcul : image n comparée à l’image n0
Le pas p est choisi par compromis afin d’obtenir un champ de déplacement suffisemment lisse dans
un temps de calcul raisonnable.
8.4.1 Matériel à disposition
Le matériel utilisé est composé de :
– peintures noire et blanche (mouchetis) ;
– bloc métallique ;
– caméra haute résolution ;
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– objectifs ;
– pied photographique ;
– moyens d’éclairage ;
– PC d’acquisition et de traitement des images.
La figure 8.14 illustre le montage expérimental.
(a) Pied de la caméra (b) Caméra (c) Eclairage
FIGURE 8.14 – Poutre instrumentée par la caméra rapide
8.4.2 Qualité du mouchetis
La corrélation d’images nécessite la présence de contrastes locaux appelés mouchetis qui sont ajoutés
artificiellement lorsque le matériau n’en présente pas naturellement, comme une roche argileuse par
exemple (Fig. 8.15). Notons que le contraste local autour de chaque point doit être d’une échelle plus
fine que celle des gradients de déformations.
FIGURE 8.15 – Roche argileuse
Pour obtenir des résultats satisfaisants, une bonne qualité d’image est importante et le spectre de ni-
veau de gris doit être le plus large et le plus équilibré possible [13]. La réalisation d’un mouchetis
de peinture constitué d’un mélange de tâches de peinture noires et blanches aléatoirement réparties,
permet d’élargir le spectre.
En pratique, deux cas se présentent donc :
– la texture naturelle ;
– la création d’une texture aléatoire (mouchetis de peinture).
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Un mouchetis aléatoire avec une peinture noire et blanche a été appliquée. La figure 8.16(b), qui est
une copie d’écran de CMV, montre la poutre après dépôt du mouchetis. Le contraste est relativement
important. Le mouchetis idéal doit avoir un fort contraste afin d’élargir le spectre le plus possible. Il
faut également conserver une homogénéité d’ensemble car les paramètres de calcul sont définis pour
l’ensemble de l’image. La qualité du mouchetis est un facteur d’incertitude de mesure important.
(a) (b)
FIGURE 8.16 – Poutre avec mouchetis
L’histogramme de niveaux de gris permet d’estimer a priori la qualité de l’image. L’axe des abscisses
correspond au niveau de gris, 0 correspond au noir et le blanc valant 2nbits, soit 256 pour une image
de 8 bits. La valeur en ordonnée représente le nombre de pixels ayant cette intensité de niveau de
gris. Un bon histogramme présentera donc un spectre large (du noir au blanc) et sera assez plat ce qui
préservera l’ordre des contrastes dans l’image. L’histogramme de la figure 8.17 présente la répartition
des niveaux de gris de l’image de référence. Celui ci présente un spectre assez large et plat, ce qui
doit permettre d’obtenir des résultats satisfaisants pour la corrélation d’images.
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FIGURE 8.17 – Histogramme de niveaux de gris pour l’image de référence
L’écart-type des niveau de gris d’une image I de taille n×m (par rapport au niveau de gris moyen I¯)
est calculé par :
σI =
√
1
n×m
∑
i,j
(I(i, j)− I¯)2 (8.7)
avec I¯ =
1
n×m
∑
i,j
I(i, j)
Dans le cas de l’image de référence choisie (Fig. 8.17), σI vaut 11.56%.
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8.4.3 Qualité de l’image
Pour maximiser la qualité de l’image, il faut bien adapter l’éclairage et régler correctement les pa-
ramètres de la caméra. Le temps d’exposition, le contraste, la luminosité, la netteté etc. Le temps
d’exposition doit être correctement choisi, ni trop court et trop long. La luminosité est réglée manuel-
lement de manière à visualiser tous les niveaux de gris. A noter que pour éviter les courbes en cloches
dans l’histogramme de niveaux de gris, qui dénotent un contraste assez faible, l’éclairage joue un rôle
important.
8.4.4 Bruit d’images
Les images sont souvent entachées de bruit, parfois non visible à l’œil nu, qui peuvent perturber les
traitements. Tous les algorithmes d’évaluation du bruit d’images reposent sur la connaissance du type
de bruit à analyser. Il provient de différentes causes [16] :
• Bruit intrinsèque au capteur de l’image : circuits électroniques du système, numériseur, lentille en-
traînent bruits de fond, distorsions etc.
• Bruit externe : poussières sur l’objectif, mouvement du support d’un élément « capté », perturba-
tions atmosphériques (température).
• Bruit de traitement numérique des images : échantillonnage.
Dans notre cas, la mesure de dégradation des images a été faite par comparaison entre l’image d’ori-
gine, qui correspond à la première image prise à l’instant du choc, et les images dites déformées qui
correspondent à la poutre en mouvement. Cette comparaison est faite en calculant le SNR défini dans
la section 8.3.2.
SNR = 10.log

1
M.N
M∑
m=1
N∑
n=1
f 2(m,n)
1
M.N
M∑
m=1
N∑
n=1
(
f(m,n)− f˜(m,n)
)2
 (8.8)
La figure 8.18 montre le rapport signal/bruit des images. L’axe des abscisses correspond au numéro de
l’image par ordre chronologique et l’axe des ordonnées au SNR en dB. La majorité des valeurs sont
supérieures à 30 dB. Cependant, on remarque que, pour quelques images, le SNR tend vers 0 ce qui
signifie qu’il y a des images bruitées et par conséquent, une perturbation dans les résultats peut-être
présente.
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FIGURE 8.18 – SNR mesuré à partir d’une suite d’images enregistrées
8.5 Mesure de déplacement obtenue à l’aide de la caméra rapide
Notre but avec l’utilisation de cette technique est de remonter au signal temporel du déplacement de
la poutre en vibration libre.
La résolution de l’image est réglée au niveau du logiciel d’acquisition d’images de manière à obte-
nir le maximum d’images par seconde sans perdre l’information voulue. Pour cela, une résolution
de 2032 × 40 pixels a été choisie ce qui permettra d’avoir 5844 images par seconde soit une image
toutes les 0, 171ms. Cette fréquence d’acquisition d’images permettra d’observer les trois premières
fréquences propres de la poutre. La durée d’aquisition pour chaque essai est T = 2s. Le temps d’ex-
position est pris égal à 20 µs. La taille d’image en pixels correspond à une zone d’observation sur la
poutre d’environ 400× 57 mm, soit une résolution approximative de 5 pixels par mm.
La corrélation d’images fournit les déplacements en chaque point mais la position optimale du motif
ne correspond jamais aux déplacements en pixels entiers, une interpolation linéaire a donc été utilisée
pour calculer la valeur des pixels. La figure 8.19 présente l’image de référence et une image déformée,
on voit bien qu’une bonne corrélation se trouve.
FIGURE 8.19 – Images avant et après déformation dans la zone d’intérêt
A partir des positions aux pixels près, la recherche du minimum de C est effectuée par une méthode
de descente de gradient utilisant le premier gradient du cœfficient de corrélation.
La figure 8.20 est une copie du logiciel montrant les cœfficients de corrélation obtenus entre deux
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images corrélées. Les valeurs sur la barre de couleurs se trouvent entre 0.064% et 0.188% qui sont
des valeurs faibles, donc une bonne corrélation est obtenue entre les deux images.
FIGURE 8.20 – Cœfficients de corrélation
Avant de débuter l’identification modale, un accéléromètre a été instrumenté au sommet de la caméra
pour mesurer le déplacement de celle-ci dû à l’excitation. Un déplacement maximal de 0.56µm a été
obtenu, par double intégration du signal d’accélération, ce qui peut affecter le résultat.
La figure 8.21 présente le signal temporel et la TF obtenus avec la caméra pour la poutre E-E. Un
déplacement maximal de 150µm est observé. Nous remarquons sur la TF un pic étrange au niveau de
la 3ème fréquence propre, mais aucune explication n’a pu être trouvée.
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FIGURE 8.21 – Signal temporel du déplacement transverse et TF correspondante obtenus pour la poutre E-E à
partir de la caméra
8.6 Influence des paramètres
La corrélation d’images dépend de différents paramètres. Dans CMV, plusieurs paramètres sont ré-
glables mais les paramètres essentiels à choisir sont la grille de points et le domaine de corrélation ou
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FIGURE 8.22 – Série de déplacement temporel pour la poutre E-E
région d’étude (RE) autour de chaque point.
Les corrélations d’images sont, en général, gourmandes en temps de calcul. Dans cette partie, puisque
plusieurs corrélations d’images seront menées afin d’étudier l’influence des paramètres, seulement
8000 images ont été traitées. La longueur du signal est T = 1.18s. Donc pour les mesures, 8000
points de résolution sont pris. Le pas de calcul de la TF est alors égal à 0.713Hz.
8.6.1 Influence du choix du nombre de points
Les signaux sont traités par la TO pour identifier les paramètres modaux. La figure 8.23 trace les
déformées modales expérimentales obtenues. Les points montrent que le nombre de points dans cor-
rélation est très sensible dans le cas du mode n◦1.
Le nombre de points dans la grille sur l’image de la poutre est initialement introduit dans CMV. Dans
cette partie, nous allons étudier son influence sur les modes propres obtenus. Tout d’abord 10 ont été
pris, puis 20, 50 et finalement 100 points. Le domaine de corrélation autour de chaque point est fixe
pour tous les cas et est égal à 100× 30 pixels.
8.6.2 Influence de la région d’étude
Puisque la corrélation d’images consiste à comparer le motif correspondant à la zone d’étude dans
deux images, l’augmentation de la taille de la zone d’étude permet de diminuer le niveau d’incertitude
du déplacement mesuré au détriment du nombre de points de mesures. Pour cela, l’étude de l’influence
de la taille du domaine de corrélation a été réalisée. La figure 8.24 montre le resultat de la corrélation
pour différentes tailles de fenêtre (en pixels) : 30× 30, 20× 100, 30× 100, 30× 120. Pour le premier
mode, une perturbation se trouve toujours pour des points situés entre les abscisses 345.91mm et
367.23mm. Aucune conclusion significative n’a pu être tirée.
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FIGURE 8.23 – Deux premiers modes propres obtenus à partir de la caméra pour différent nombre de points
8.7 Analyse modale et détection de défaut par corrélation d’images
Comme la corrélation d’images est coûteuse en temps de calcul, les résultats ci-après proviennent de
la moyenne de 8 essais réalisés sur la poutre intacte et endommagée.
L’extraction des paramètres modaux est effectuée par la TO. Comme dans la section précédente, elle
est appliquée sur le signal temporel de déplacement fourni par la corrélation d’images réalisée à l’aide
du logiciel CMV.
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FIGURE 8.24 – Deux premiers modes propres obtenus à partir la caméra pourr différents domaines de corrélation
(DC)
Les fréquences propres obtenues par corrélation d’images et les accéléromètres sont reportées dans le
tableau 8.2.
Cas
Fréquences (Hz)
Caméra Accéléromètres
1ère 2ème 1ère 2ème
Poutre intacte 74.84 206.54 74.56 205.92
Cas 1 74.43 205.93 74.30 205.73
Changement (%) 0.55 0.29 0.35 0.09
Cas 2 74.50 205.76 75.48 206.87
Changement (%) 0.46 0.38 1.23 0.46
Cas 3 74.63 205.78 74.98 206.19
Changement (%) 0.280 0.37 0.56 0.13
Cas 4 75.91 207.62 75.91 207.71
Changement (%) 1.42 0.52 1.80 0.87
Cas 5 75.43 207.07 76.14 208.04
Changement (%) 0.783 0.26 2.12 1.03
TABLEAU 8.2 – Fréquences propres et variations relatives des fréquences pour les 5 cas d’endommagement pour
la corrélation d’images et les accéléromètres
Les déformées modales obtenues à partir de la corrélation d’images, sont représentées sur la figure
8.25. Le trou se trouve entre le point no 8 et le point no 9. Les courbes ne se confondent pas comme
pour le cas des accéléromètres mais aucune localisation ne peut-être considérée.
La figure 8.26 montrant les cœfficients de MAC et COMAC, donne le degré de corrélation existante
entre les déformées propres mesurées par corrélation d’images des 6 états. Cette variation est faible et
ne confirme pas la présence d’un endommagement. En effet, cette corrélation est présente entre deux
modes propres provenant de deux mesures d’un même état.
La figure 8.27 montre les résultats obtenus des trois méthodes de détection et de localisation fondées
sur la courbure modale (courbure modale, courbure de flexibilité et énergie de déformation) et la mé-
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FIGURE 8.25 – Deux premiers modes propres obtenus pour les 6 états de la poutre
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FIGURE 8.26 – Cœfficients MAC et COMAC obtenus à partir de la corrélation d’images
thode utilisant la flexibilité. Les valeurs sont normalisées par rapport à la valeur maximale de chaque
état. On voit que les résultats sont très dispersés et qu’aucune localisation n’est précise. Cependant,
l’énergie de déformation fourni des résultats satisfaisants pour les états 1, 2, 5. L’interprétation de
ces résultats reste délicate puisque plusieurs paramètres contribuent dans la technique de corrélation
d’images.
8.8 Confrontation Numérique-Expérience
Dans cette étude, l’état de la poutre intacte est choisi pour la comparaison. La réponse vibratoire de
la poutre E-E est calculée sur Matlab par la méthode des éléments finis. Nous utilisons une amplitude
de choc égale à celle mesurée par le capteur de force, qui est un choc impulsionnel d’amplitude 129
N à l’abscisse x0 = 0.578 m, et 4 modes sont pris en compte dans la réponse.
Pour confronter les résultats expérimentaux avec ceux obtenus numériquement, on a tracé sur la fi-
gure 8.28 le déplacement obtenu par la corrélation d’images, par double intégration des accélérations
obtenues expérimentalement et par numériquement.
Les points de mesure ne correspondant jamais aux nœuds et les degrés de liberté du modèle EF, la
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FIGURE 8.27 – Méthodes de détection appliquées aux paramètres modaux identifiés à partir des mesures par la
caméra. Le trait noir en pointillé indique la position du trou.
fonction d’interpolation « spline » sur Matlab a été utilisée pour approximer les points de la grille
utilisés dans la corrélation d’images. 20 points de mesure sont pris dans les simulations numériques.
Par contre, pour les déplacements obtenus par double intégration des signaux d’accélération, il n’y a
que 11 points correspondant aux 11 accéléromètres.
Afin d’identifier les caractéristiques modales de la poutre, les signaux ont été traités par la TO. Pour la
confrontation calculs-essais, les modes propres ont été choisi comme un paramètre de comparaison.
La figure 8.29 montre les deux premiers vecteurs propres numériques et ceux obtenus par corrélation
d’images.
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FIGURE 8.28 – Déplacement transverse obtenu (a) avec la corrélation d’images (b) par double intégration du signal
d’un accéléromètre (c) numériquement
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FIGURE 8.29 – Deux premiers vecteurs propres théoriques, numériques et par la caméra
Les courbes ne se superposent pas. Par conséquent, nous avons tracé sur la figure 8.30 le cœfficient
de corrélation MAC donné par l’expression (8.9) pour évaluer l’écart entres les deux vecteurs.
MACk =
N∑
k=1
(
φnum
Tφexp
)2
N∑
k=1
(
φnum
Tφnum
)× N∑
k=1
(
φexp
Tφexp
) (8.9)
L’appariement entre les modes est ici supposé correct lorsque le MAC est supérieur à 0.8 ou 80%.
Les deux modes sont bien appariés (Tab. 8.3). Il est possible de quantifier l’écart calcul-essai pour
chaque mode apparié. L’écart entre les pulsations propres est calculé par la formule :
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∆fk(%) =
∣∣∣∣f ck − fmkf ck
∣∣∣∣× 100
où f ck et fmk définissent les fréquences propres du kème mode calculé et mesuré par corrélation d’images
respectivement.
Mode MAC (%) ∆fk(%)
no 1 99.47 5.05
no 2 97.94 4.95
TABLEAU 8.3 – MAC calcul corrélation d’images
Régression linéaire
Afin de décrire la relation entre les déformées modales numériques et expérimentales, nous allons
chercher la loi de type : φexp = a× φnum + b.
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FIGURE 8.31 – Régression linéaire entre les modes propres théoriques et expérimentaux pour les deux premiers
modes
L’estimateur des moindres carrés consiste à chercher la solution de la minimisation de la somme des
carrés des écarts entre les valeurs numériques et les valeurs expérimentales en un point i, par rapport
aux deux paramètres a et b :
S = Argmin
(
n∑
i=1
(φexp(xi)− a ∗ ¯φnum(xi)− b)2
)
Cette minimisation conduit directement à :
a =
n∑
i=1
(φnum(xi)− φ¯num)(φexp(xi)− φ¯exp)
(φnum(xi)− φ¯num)2
(8.10)
b = φ¯exp − a× φ¯num (8.11)
où φ¯num et φ¯exp représentent les valeurs moyennes des modes propres numériques et obtenus par cor-
rélation d’images.
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Mode a b R2
no 1 0.946 0.0786 0.967
no 2 -0.962 0.0644 0.987
TABLEAU 8.4 – Estimation des paramètres a, b et R2
La figure 8.31 montre la régression linéaire entre les déformées expérimentales et numériques. Les
droites s’accordent bien au nuage de points. Le tableau 8.4 reporte les valeurs de a, b et R. Le cœf-
ficient de corrélation R est très voisin de 1. Donc la corrélation d’images est un outil qui permet
d’identifier des champs de déplacement et les paramètres modaux extraits corrèlent avec les résultats
numériques.
8.9 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons analysé les images enregistrées par la caméra rapide, instrumentée sur
la poutre E-E. Cette étude a été menée à l’aide du logiciel CMV. La corrélation d’images a permis
d’identifier le déplacement temporel de la poutre sur la durée de l’excitation. L’identification des
paramètres modaux de la poutre saine et endommagée pour quelques essais a été réalisée par la TO et
nous avons trouvé qu’ils sont assez proches de ceux obtenus par les autres capteurs. Pour la détection
d’endommagement à partir de quelques méthodes, nous n’avons pas pu détecter et localiser le trou
correctement. Ceci peut provenir du bruit présent dans les images.
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Chapitre 9
Etude expérimentale des méthodes
développées dans l’équipe
CE CHAPITRE s’attache à présenter l’application des deux méthodes de détectionet de localisation de défaut, évoquées dans le chapitre 5 sur les données expé-
rimentales de la poutre E-E trouée. La première est fondée sur la SVD et la deuxième
sur la variation relative des fréquences. La deuxième méthode sera également testée
avec des données expérimentales acquises pour la poutre EF avec un ajout de masse.
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9.1 Détection et localisation par la méthode utilisant la SVD
Dans ce paragraphe nous avons appliqué la méthode utilisant la SVD sur les collections de fréquences
propres et/ou de déformées modales extraites par la TO dans le chapitre 7 à partir de 50 essais aléa-
toirement choisis pour chaque état (sain et endommagé). Les mesures analysées sont issues des ac-
céléromètres et des JLB placés sur la poutre. Afin d’alléger cette section, on ne présentera dans ce
chapitre que les résultats obtenus pour la poutre à l’état sain et à l’état endommagé le plus sévère (trou
de 10mm de diamètre) issus donc de 100 essais (50 pour l’état sain et 50 pour l’état endommagé qui
sont choisi arbitrairement). L’ensemble des autres résultats est regroupé dans l’annexe F. Certes, la
détection de l’endommagement devient moins précise lorsque la taille du défaut diminue, mais elle
présente toujours des performances satisfaisantes.
9.1.1 Application de la SVD sur les fréquences propres
L’application de la SVD sur la matrice des fréquences propres provenant de l’état sain et l’état endom-
magé permet de détecter un défaut (Fig. 9.1). A l’œil nu, nous pouvons déjà voir l’instant où apparaît
le changement brutal des fréquences. Ceci peut être lie à un changement des conditions climatiques
ou à un défaut physique.
Afin de vérifier ce résultat, nous avons appliqué la SVD sur la matrice des fréquences propres A(1:100)λ
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FIGURE 9.1 – Quatre premiers vecteurs singuliers à droite (RSV pour right singular vector) de la matrice de l’évo-
lution des fréquences propres A(1:100)λ pour les accéléromètres
219
9. ETUDE EXPÉRIMENTALE DES MÉTHODES DÉVELOPPÉES DANS L’ÉQUIPE
qui contient les 100 essais de l’état sain. La figure 9.2 montre les quatre premiers vecteurs singuliers
à droite. On voit que plusieurs petites discontinuités apparaissent mais il n’y en a pas une qui permet
de détecter l’instant de l’apparition d’un endommagement. Ces discontinuités sont en effet dues aux
variations de fréquences propres observées pour quelques essais sur la figure 7.15.
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FIGURE 9.2 – Quatre premiers vecteurs singuliers à droite (RSV pour right singular vector) de la matrice de col-
lection des fréquences propres avant l’apparition du trou A(1:100)λ pour les accéléromètres
9.1.2 Application sur les déformées modales des accéléromètres
Nous avons appliqué maintenant la SVD sur les collections de déformées modales. Chacune des
figures 9.3 à 9.5 est composée de trois graphiques relatifs aux trois modes. Par exemple, les figures
9.5(a), 9.5(b) et 9.5(c) présentent les vecteurs singuliers à droite obtenus respectivement à partir de la
collection du premier mode, du deuxième mode et du troisième mode (50 essais pour l’état sain de la
poutre E-E et 50 essais pour l’état 5).
Avec les résultats des trois modes, nous pouvons détecter l’endommagement qui apparaît à l’essai
numéro 51. Cependant pour la figure 9.3, n’utilisant que des collections saines, ne montre aucune
discontinuité visible à cet endroit. Les vecteurs singuliers à gauche sont ensuite tracées (Fig. 9.6(a),
9.6(b) et 9.6(c)). A partir du deuxième vecteur singulier à gauche, nous arrivons à localiser correc-
tement l’endommagement situé à l’abscisse x0 = 321mm. Ce n’est pas le cas en revanche pour les
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FIGURE 9.3 – Quatre premiers vecteurs singuliers à droite (RSV pour right singular vector) de la matrice de col-
lection des déformées modales A(1:100)φ pour les accéléromètres - Poutre saine
autres vecteurs, ce qui peut s’expliquer par le nombre limité des capteurs (11 accéléromètres) [1]. On
remarque d’autre part que le premier vecteur singulier à gauche représente la tendance principale de
l’ensemble des vecteurs colonnes de la matrice A.
9.1.3 Application sur les déformées modales des JLB
Sur les figures 9.7(a), 9.7(b) et 9.7(c) sont illustrés les vecteurs singuliers à droite respectivement de
la collection des déformées modales du premier mode, deuxième mode et du troisième mode obtenus
pour les JLB de 100 essais réalisés, dont 50 essais à l’état sain et 50 essais à l’état 5.
La figure montre que la présence du défaut n’est pas détecté pour tous les modes du fait du faible ratio
signal sur bruit (SNR) pour les JLB. Cependant pour la SVD appliquée sur la collection des défor-
mées modales du 1er mode Ψ1, une chute brutale apparaît à l’essai no 50. Au niveau de la localisation
(Fig. 9.8), un pic plus précis apparaît sur les deuxièmes vecteurs singuliers droits obtenus à partir des
déformées modales des modes no 1 et no 2.
Comme pour les accéléromètres, le premier vecteur singulier gauche représente la tendance principale
de l’ensemble des vecteurs colonnes de la matrice A traitee, en l’abscence de la matrice des intégrales
des courbures modales.
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FIGURE 9.4 – Quatre premiers vecteurs singuliers à droite (RSV pour right singular vector) de la matrice de col-
lection des déformées modales A(1:100)φ pour les accéléromètres - Trou 2mm
0 50 100−0.1001
−0.1
−0.0999
−0.0998
N° essai
0 50 100−0.2
0
0.2
N° essai
0 50 100−0.5
0
0.5
N° essai
0 50 100−0.5
0
0.5
N° essai
(a) RSVs de la collection des déformées modales du 1er
mode
0 50 100−0.1001
−0.1
−0.0999
−0.0998
N° essai
0 50 100−0.2
0
0.2
N° essai
0 50 100−0.5
0
0.5
N° essai
0 50 100−0.5
0
0.5
N° essai
(b) RSVs de la collection des déformées modales du 2ème
mode
0 50 100
0.1
0.1001
0.1001
N° essai
0 50 100−0.2
0
0.2
N° essai
0 50 100−0.5
0
0.5
N° essai
0 50 100−0.5
0
0.5
N° essai
(c) RSVs de la collection des déformées modales du 3ème
mode
FIGURE 9.5 – Quatre premiers vecteurs singuliers à droite (RSV pour right singular vector) de la matrice de col-
lection des déformées modales A(1:100)φ pour les accéléromètres - Trou 10mm
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FIGURE 9.6 – Quatre premiers vecteurs singuliers à gauche (LSV pour left singular vector) de la matrice de col-
lection des déformées modales A(1:100)φ pour les accéléromètres - Trou 10mm
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FIGURE 9.7 – Quatre premiers vecteurs singuliers à droite (RSV pour right singular vector) de la matrice de col-
lection des vecteurs propres A(1:100)Ψ pour les JLB - Trou 10mm
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FIGURE 9.8 – Quatre premiers vecteurs singuliers à gauche (LSV pour left singular vector) de la matrice de col-
lection des déformées modales A(1:100)Ψ pour les JLB - Trou 10mm
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9.2 Détection par la méthode fondée sur les variations relatives
des fréquences
Maintenant, nous nous intéressons au problème de la localisation et de la quantification des modifi-
cations physiques par la méthode fondée sur les variations relatives des fréquences [2, 3] décrite dans
le chapitre 5. Les données expérimentales utilisées sont celles issues du chapitre 7.
9.2.1 Recalage analytique-expérimentale
La méthode utilise la déformée modale analytique et ses deux premières dérivées afin d’estimer la
variation relative des fréquences. Cependant, un recalage du modèle présenté en annexe E permet
d’améliorer la représentativité du modèle numérique sur la base des données expérimentales. La cor-
rélation entre les résultats du calcul analytique et l’expérience permettra également d’évaluer la per-
tience du modèle.
Calcul des constantes βkL
Les cœfficients expérimentaux βkL correspondants aux conditions aux limites E-E sont calculés à par-
tir des fréquences propres identifiées à partir des mesures des accéléromètres Soient f1 = 74.55Hz,
f2 = 205.90Hz, f3 = 403.62Hz et f4 = 678.82Hz pour la série d’essais répétables. Nous obtenons
alors les βkL expérimentaux (Tab. 9.1) par l’expression :
βkL =
√
(2πfk)L2
√
EI
ρS
avec k = 1 à 4.
Mode βkL
th exp
no 1 4.73 4.60
no 2 7.85 7.64
no 3 10.99 10.70
no 4 14.137 13.88
TABLEAU 9.1 – Cœfficients βkL théoriques et expérimentaux
Ainsi, les cœfficients de l’équation analytique de la déformée modale d’une poutre E-E en flexion
(Eq :9.1) sont ajustés tout en minimisant l’écart entre les déformées modales obtenues expérimenta-
lement et analytiquement.
φ
(th)
k (x) = ak×
cos(βkL)− cosh(βkL)
sinh(βkL)− sin(βkL)
(
sinh(βkx)−sin(βkx)
)
+
(
cosh(βkx)−cos(βkx)
)
(9.1)
Soient :
Ak(xi) =
cos(βkL)− cosh(βkL)
sinh(βkL)− sin(βkL)
(
sinh(βkxi)−sin(βkxi)
)
etBk(xi) =
(
cosh(βkxi)−cos(βkxi)
)
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Il s’agit donc de résoudre le problème suivant :

φk(x1)
φk(x2)
.
.
.
.
.
.
φk(x11)

=
(
ak
)
×

Ak(x1)
Ak(x2)
.
.
.
.
.
.
Ak(x11)

+

Bk(x1)
Bk(x2)
.
.
.
.
.
.
Bk(x11)

d’où : 
φk(x1)−Bk(x1)
φk(x2)−Bk(x2)
.
.
.
.
.
.
φk(x11)−Bk(x11)

=
(
ak
)
×

Ak(x1)
Ak(x2)
.
.
.
.
.
.
Ak(x11)

où φk(xi) représente la valeur de la déformée modale expérimentale du kème mode obtenue avec l’ac-
céléromètre à la position xi (11 accéléromètres).
Le problème revient donc à résoudre pour chaque mode k (k = 1, 2, 3, 4), un système de 11 équations
lineaires à 1 inconnue (ak) par la méthode des moindres carrés.
Ce recalage de déformées modales fournira ainsi finalement la constante multiplicative manquante ak
pour chacun des modes. Le tableau 9.2 donne la valeur de ak pour chacun des modes.
Mode ak
no 1 1.007
no 2 0.9997
no 3 1
no 4 1
TABLEAU 9.2 – Les paramètres ak venant du recalage de l’équation 9.1
La figure 9.9 illustre la première déformée modale analytique recalée et les points obtenus expéri-
mentalement.
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FIGURE 9.9 – Points expérimentaux pour la déformée modale du 1er mode et première déformée modale analytique
recalée
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Le couple (φ(th)k , φ(exp)k ) forme un nuage statistique qui se traduit par la recherche de la dépendance
entre les deux par la relation φ(exp)k (i) = f(φ
(th)
k (i)). Dans ce cas, une régression linéaire peut s’ap-
pliquer. Nous cherchons alors la droite φ(exp)k (i) = c × φ(th)k (i) + d qui décrive au mieux la tendance
du nuage observé.
Il faut alors rechercher la droite y = cx+d (droite des moindres carrés). La minimisation de la somme
des carrés des écarts entre les valeurs expérimentales et les valeurs théoriques par rapport aux deux
paramètres c et d fournit :
ck =
n∑
i=1
(φ
(th)
k (i)− φ(th)k )(φ(exp)k (i)− φ(exp)k )
(φ
(th)
k (i)− φ(th)k )2
(9.2)
dk = φ
(exp)
k − ck × φ(th)k (9.3)
avec φ
(th)
k et φ
(exp)
k les moyennes de φ
(th)
k et φ
(exp)
k respectivement.
La figure 9.10 illustre les droites de régression linéaire entres les modes expérimentaux et les modes
théoriques. Le tableau 9.3 reporte les paramètres c, d et R2 obtenus par la régression linéaire.
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FIGURE 9.10 – Doites de régression linéaire entre φexpk et φthk
Pour évaluer le degré de corrélation entre les déformées modales théoriques recalées et les déformées
modales expérimentales, nous avons calculé les cœfficients MAC. La figure 9.11 montre que les
valeurs du MAC sont proches de 1 indiquant donc une bonne corrélation.
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Mode c d R2
no 1 0.990 0.0072 0.9983
no 2 1.020 -0.0188 0.9979
no 3 -1.070 -0.010 0.9916
no 4 -0.942 0.077 0.9294
TABLEAU 9.3 – Résultats de la régression linéaire pour les paramètres c, d et R2
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FIGURE 9.11 – MAC : déformées modales théoriques recalées vs déformées modales expérimentales
9.2.2 Localisation du trou : poutre avec ∆EI(x) et ∆µ(x) pris en compte
Dans ce paragraphe, nous appliquons la méthode fondée sur les variations relatives des fréquences
pour tenter de localiser le trou de différents diamètres. La poutre E-E est supposée avoir une tension
nulle, une perte de rigidité ∆EI(x) et de masse linéique ∆µ(x) dues au trou et respecter l’approxima-
tion ∆L << L, c’est-à-dire que la taille du trou est petite devant à la longueur de la poutre. Il s’agit
dans ce cas, comme mentionné dans le chapitre 5.2.2, de minimiser la fonction Fm,n,k(x) définie dans
[1] par :
|Fm,n,k(x)| =
[
∆fn
fn
Hm(x)− ∆fm
fm
Hn(x)
]
[Gn(x)Hk(x)−Gk(x)Hn(x)]
−
[
∆fn
fn
Hk(x)− ∆fk
fk
Hn(x)
]
[Gn(x)Hm(x)−Gm(x)Hn(x)]
(9.4)
Trois fréquences propres au minimum sont donc nécessaires. Les premières fréquences propres obte-
nues par la TO à partir des accéléromètres (section 7.5) pour les 6 états de la poutre E-E sur 20 essais
repétables sont utilisées. Il convient à ce stade de noter que cette méthode est très sensible au choix
des fréquences propres utilisées, la dispersion des fréquences propres obtenues expérimentalement
induite par le bruit de mesure peut affecter significativement les résultats. En effet, les conditions aux
limites expérimentales introduisent une variabilité inévitable dans les mesures, généralement du fait
de l’impossibilité d’avoir des encastrements parfaits.
Pour les déformées modales, la déformées analytiques recalées de la poutre saine obtenues dans le
paragraphe 9.2.1 sont utilisées. L’état de référence est évidemment l’état de la poutre saine. La figure
9.12 montre les Q3(x). On voit que la courbe est symétrique par rapport au centre de la poutre.
La valeur minimale se trouve à xm = 291.2mm ce qui n’est pas si éloigné de la position réelle du trou,
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FIGURE 9.12 – Q3(x) obtenus pour les 5 cas de défaut. Le trait noir en pointillé indique la position réèlle du défaut.
x0 = 321mm. Cependant, ceci ne nous a pas surpris puisque nous avons démontré numériquement
que 3 modes sont insuffisants pour localiser avec précision un endommagement.
Ainsi pour une dizaine d’essais répétables, pour chacun des 6 états de la poutre, les fréquences propres
des modes no 4, no 5 et no 6. Afin de mieux visualiser les fonctions à minimiser, nous avons tracé
Qˆn(x) qui est la fonction normalisée sur la figure 9.13 et définie par :
Qˆn(x) =
Qn(x)
||Qn||∞ (9.5)
Les graphes ne montrent aucune amélioration dans les résultats pour des modes plus élevés. Peu
de temps a été consacré a l’analyse de ces résultats puisque cette étude a été réalisée à la fin de la
thèse. Pour l’instant, aucune explication concluante n’a pu être avancée malgré différentes hypothèses
testées (taille du défaut trop importante et prise en compte de la tension notamment).
9.2.3 Localisation d’une masse ajoutée
Pour cette application, un ajout de masse est considéré sur la poutre précédente à l’état 5. Cette
masse est additionnée au niveau du trou existant de 10mm de diamètre. Une vis filetée de diamètre
10mm,deux écrous et deux rondelles sont utilisés afin de reprendre la rigidité perdue à cause du trou.
Ce cas est donc l’état de référence. Le tableau ci-dessous récapitule les caractéristiques des masses
ajoutées qui déterminent les états modifiés.
Dans cette étude, nous avons effectué 10 essais par cas de masse ajoutée et nous avons identifié les 5
premières fréquences propres pour localiser avec précision la masse supplémentaire.
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FIGURE 9.13 – Qˆn(x) obtenus pour les 5 cas de défaut. Le trait noir en pointillé indique la position réelle du défaut.
Les cinq premières fréquences propres identifiées par la TO à partir des signaux fournis par les accé-
léromètres sont répertoriées dans le tableau 9.5 et correspondent aux différents cas de la poutre E-E.
Le tableau 9.6 reporte les variations relatives des fréquences propres entre les états modifiés qui
correspondent aux deux derniers ajouts de masse et l’état de référence qui est celui de la poutre avec
une vis, deux écrous et deux rondelles au niveau du trou de 10mm.
Dans ce cas, des modifications de masse sont présentes, la variation relative de fréquence s’écrit alors :
∆fn
fn
≈ −Hn(x0)∆µ∆L
µL
(9.6)
Nous avons besoin d’au moins deux modes propres pour chercher le minimum de la fonction Ql(x)
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Etat Type Masse (g) Changement de masse ∆µ
µ
(%)
no 1 une vis, quatre écrous et deux rondelles 7.5 0.31
no 2 une vis, six écrous et deux rondelles 9.5 0.62
TABLEAU 9.4 – Caractéristiques des ajouts de masse
FIGURE 9.14 – Poutre avec une masse ajoutée
définie par :
Ql(x) =
∑
1<n,m<l
|Fn,m(x)| (9.7)
L’objectif est de vérifier la performance de la méthode pour la localisation selon la quantité de masse
ajoutée. On utilisera alors la fonction normée Qˆn = Qn(x)||Qn||∞ avec n = 2 dans un premier temps.
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FIGURE 9.15 – Qn(x) et Qˆn(x) pour les deux états d’ajouts de masses. Le trait noir en pointillé indique la position
réelle de la masse.
Sur la figure 9.15, nous représentons les fonctions Qn et Qˆn pour lesquelles la position de la va-
leur minimale correspond à une modification de masse Comme le problème est symétrique, nous les
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Mode Poutre intacte Trou D=10mm 1
er ajout 2ème ajout 3ème ajout
fn f˜n f˜n f˜n f˜n
no 1 74.56 76.05 74.66 74.46 74.15
no 2 205.91 207.91 207.39 207.33 207.31
no 3 403.64 405.49 402.43 401.70 400.86
no 4 678.82 681.68 678.13 676.73 675.90
no 5 1006.60 1008.40 1006.91 1004.74 1003.38
TABLEAU 9.5 – Fréquences expérimentales de la poutre E-E intacte, avec le trou de 10mm de diamètre et les 3
ajouts de masse
Mode Etat de référence Etat modifié n
o 1 Etat modifié no 2
fn f˜n
∆fn
fn
(%) f˜n
∆fn
fn
(%)
no 1 74.667 74.46 -0.259 74.15 -0.674
no 2 207.39 207.33 -0.030 207.31 -0.039
no 3 402.43 401.70 -0.181 400.86 -0.390
no 4 678.13 676.73 -0.206 675.90 -0.329
no 5 1006.91 1004.74 -0.216 1003.38 -0.351
TABLEAU 9.6 – Variations relatives des fréquences par rapport à l’état de référence.
avons tracé seulement sur la moitié de la longueur de la poutre. On voit qu’à partir de 3 modes, le
minimum se trouve à xm = 318mm, proche de la position réelle de la masse ajoutée progressivement
(x0 = 321mm). La localisation est donc plutôt précise.
Les graphes de la figure 9.15 montrent également que l’utilisation des deux premières fréquences
seulement n’est pas suffisant pour localiser avec précision l’ajout de masse.
Nous nous intéressons maintenant à quantifier ces ajouts de masse en calculant ∆µ∆L
µL
. La position
de l’endommagement connue, à partir de l’expression (9.6) de ∆fn
fn
, il est possible de résoudre le
problème suivant : 
−H1(x0)
−H2(x0)
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
−Hn(x0))

×
(
∆µ∆L
µL
)
=

∆f1/f1
∆f2/f2
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
∆fn/fn

où n est le nombre de modes étudiés.
Ceci consiste simplement à résoudre un système de n équations linéaires à une inconnue qui est
∆µ∆L
µL
au sens des moindres carrés.
Le tableau 9.7 reporte les valeurs de variation de masse et de rigidité estimées par l’expression de la
variation relative des fréquences et les valeurs réelles. On remarque que les valeurs sont assez proches.
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Ajout
(
∆µ∆L
µL
)reel
(%)
(
∆µ∆L
µL
)estimee
(%)
n◦1 0.31 0.27
n◦2 0.62 0.60
TABLEAU 9.7 – Variation de masse estimées et réelles pour une modification autour de x0 = 0.321m
9.3 Conclusion
Nous avons appliqué dans ce chapitre, sur des données expérimentales les deux nouvelles méthodes
développées dans l’équipe dynamique. Avec 50 essais, pour l’état sain et pour l’état endommagé
choisis au préalable, la SVD a permis de détecter la présence d’une modification par une disconti-
nuité dans les vecteurs singuliers à gauches et de la localiser à partir des vecteurs singuliers à droite.
Pour la méthode de localisation fondée sur la variation relative des fréquences, les resultats ne sont pas
concluants pour la détection et la localisation du trou. Cette méthode utilise l’estimation au premier
ordre de la variation des fréquences en fonction des changements ∆EI(x) et ∆µ(x). Les approxi-
mations trop grossières du comportement ou des conditions aux limites (infiniment rigides) dans le
modèle analytique ou numérique de la poutre forment une source importante d’erreurs, puisque les
encastrements réels ne sont jamais parfaits. Par ailleurs, l’estimation de la variation relative avec la
présence en compte de la tension due à une variation des conditions d’encastrements durant les es-
sais, n’a pas non plus permis la localisation du trou. La méthode fondée sur les variations relatives
des fréquences propres n’a donc pas permis de localiser correctement le trou ni de quantifier les
modifications de masse et de raideur. Plusieurs paramètres ont été testés numériquement pour tenter
d’expliquer les résultats obtenus, comme la largeur du défaut, la tension dans la poutre et l’ajout de
bruit sur les fréquences. Jusqu’à présent, aucune d’entres elles ne s’est relevée concluante. Cependant,
pour le cas d’une masse ajoutée les résulats sont assez satisfaisants du fait des variations relatives de
fréquences élevées entre l’état de référence et l’état modifié.
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Conclusions et Perspectives
Le travail de thèse effectué s’inscrit dans une démarche de choix du type de capteur optimal sui-
vant la méthode de détection d’endommagements retenue pour la surveillance de santé des structures.
L’étude présentée porte plus particulièrement sur l’analyse des paramètres modaux pour la détection
d’endommagements appliquées cas des poutres.
Diverses études numériques ont donc été réalisées afin d’évaluer les capacités des méthodes de détec-
tion d’endommagements en fonction du type du capteur utilisé pour la mesure des vibrations comme
les capteurs ponctuels (par exemple des accéléromètres), les jauges ponctuelles et les extensomètres
longue base (ELB). Une poutre bi-encastrée a été choisie comme cas d’application. Ce type de poutre
permettra d’éviter les non-linéarités qui peuvent provenir des valeurs de flèches importantes. La poutre
est modélisée numériquement par EF avec les hypothèses d’Euler-Bernoulli. Une analyse de sensi-
bilité a été réalisée et nous a permis de mieux appréhender l’influence de certains paramètres sur la
performance des résultats.
Nous avons observé numériquement que les résultats de détection et de localisation obtenus par les
ELB, surtout pour les méthodes utilisant la courbure modale, sont plus fiables que ceux obtenus par
des capteurs ponctuels. Les ELB permettent d’obtenir directement des intégrales des courbures mo-
dales alors que l’approximation de la différence finie centrée, permettant d’obtenir la courbure modale
à partir des déformées modales obtenues par des capteurs ponctuels, amplifie les erreurs et perturbe
ainsi les résultats. Par ailleurs, nous avons démontré que l’ajout de bruit numérique sur les déformées
modales propres influence énormément les résultats des méthodes de détection. Ensuite, l’étude de
la sensibilité de quelques méthodes de détection par rapport au nombre de points de mesure, qui est
un paramètre assez important afin d’obtenir une bonne représentation de la structure, nous a permis
d’évaluer la capacité des techniques lorsqu’un faible nombre de capteurs est utilisé. La fiabilité des
méthodes a également été évaluée par la détermination des probabilités de détection, permettant de
conclure que les capteurs extensométriques ont une probabilité plus élevée à détecter et localiser un
endommagement lorsque les paramètres modaux sont bruités et que le défaut est de faible dimension.
Ensuite, deux nouvelles méthodes de détection développées dans l’équipe Dynamique du Laboratoire
Navier ont été présentées : la première fondée sur la SVD (Décomposition en Valeurs Singulières)
et la seconde fondée sur les variations relatives des fréquences propres. Nous les avons tout d’abord
appliquées sur des données numériques. Nous avons trouvé que les vecteurs droits issus de l’appli-
cation de la SVD sur une collection de paramètres modaux détectent le défaut par l’apparition d’une
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discontinuité à l’instant où apparaît l’endommagement. A l’aide des vecteurs gauches issus de l’ap-
plication de la SVD sur une collection de courbures modales déterminés pour l’état de référence (ou
sain) et un état modifié (ou endommagé), la localisation du défaut est obtenue avec une bonne pré-
cision contrairement aux déformées modales. Nous avons démontré d’autre part que l’utilisation de
paramètres modaux ayant une dispersion importante nécessite la réalisation d’un nombre d’essais
élevé afin de détecter un endommagement dans une structure. Donc le nombre d’essais pour chaque
état a une influence importante. Dans sa thèse, T.T.H. Le a appliquée la technique en supposant un
nombre d’essais élevé et en considérant une perturbation sur la tension de la poutre ou du câble alors
que dans ce mémoire nous avons étudié l’effet de la dispersion présente sur les paramètres modaux.
Par ailleurs, la méthode fondée sur les variations relatives des fréquences entre deux états, sain et
modifié, estimée à partir des modifications de masse, de raideur et de tension, a prouvé son efficacité
sur le modèle numérique de la poutre E-E entaillée. Nous avons, dans notre étude, pris en compte la
tension en la considérant comme inconnue ce qui n’était pas le cas dans la thèse de T.T.H. Le, dans
laquelle elle a calculé la différence entre la variation relative totale de la fréquence et la variation
relative de la fréquence due à la variation de la tension. Nous avons également réussi à localiser et
évaluer la sévérité de l’endommagement et nous avons pu également quantifier les modifications que
la poutre (soumise ou non à une tension) a subies.
D’un point de vue expérimental, les méthodes de détection et de localisation d’endommagement ap-
pliquées numériquement ont été mises en œuvre sur une poutre en aluminium encastrée-encastrée
trouée, en cinq niveaux de sévérité et instrumentée par onze accéléromètres, dix jauges longue base
(JLB), onze jauges ponctuelles (JP), ainsi qu’une caméra rapide. La répétabilité des paramètres mo-
daux sur les essais a été étudiée afin d’évaluer leurs changements sur un même état de la poutre et
une dispersion importante a été observée compliquant la détection du défaut. Les méthodes fondées
sur la courbure modale ont permis de détecter et localiser le défaut à partir des JLB pour quelques
états seulement. Nous avons trouvé que certains modes perturbent la détection et la localisation et que
d’autres sont plus sensibles à l’endommagement. Le nombre de capteurs limité disponible est cepen-
dant un paramètre essentiel qui a beaucoup d’influence sur la qualité des résultats. En effet, le nombre
optimal de capteurs suggéré dans la littérature afin de pouvoir visualiser les trois premières déformées
modales représentatives de la structure est nopt = 15. Par ailleurs, nous avons démontré que la SVD,
appliquée sur une collection de paramètres modaux issues des accéléromètres et des jauges longue
base, a permis de détecter le défaut, mais au niveau de la localisation, les JLB ont fourni une meilleure
précision que les accéléromètres. La sensibilité de la technique réside dans la dispersion de la série de
fréquences propres et/ou de déformées modales choisies. Pour la méthode fondée sur les variations
relatives des fréquences, nous n’avons pas pu localiser le trou dans la poutre E-E. Nous recherchons
encore la cause et des études ultérieures à cette thèse sont envisagées. Cependant, la technique a fourni
des résultats probants lorsqu’une masse localisée a été ajoutée sur la même poutre sans doute du fait
que les variations de fréquences étaient suffisemment conséquentes.
Nous avons également identifié le déplacement temporel de la poutre par la corrélation d’images et
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nous avons identifié les paramètres modaux de la poutre saine et endommagée pour quelques essais.
Pour la détection d’endommagement à partir de quelques méthodes, nous n’avons pas pu détecter et
localiser correctement le trou par les methodes courbure modale et la courbure de flexibilité, alors que
la méthode de l’énergie de déformation donnent de meilleurs résultats. Ceci provenient très probable-
ment du bruit présent dans les images.
Le travail de ce mémoire a permis d’obtenir des résultats concluants et ouvre un certain nombre de
perspectives à explorer. Du point de vue des calculs numériques, les méthodes de placement optimal
des capteurs ponctuels permettent d’envisager l’adaptation des algorithmes pour les capteurs exten-
sométriques afin d’optimiser la détection et la localisation des défauts.
Au vu des résultats obtenus au chapitre 5, un étude de sensibilité plus poussée des paramètres in-
fluençant les résultats de l’application de la SVD, comme le bruit de mesure ajouté sur les paramètres
modaux, le nombre d’essais ainsi que le type et le nombre de capteurs utilisés, est envisagée. Quant à
la méthode fondée sur la variation relative des fréquences, il serait intéressant de parvenir à détermi-
ner, par des simulations numériques, la sensibilité de la technique à localiser un endommagement en
fonction de différents paramètres : la taille du défaut, le bruit ajouté sur les fréquences, la position du
défaut etc.
Concernant les perspectives expérimentales, il serait intéressant de tester les méthodes de détection
d’endommagement sur une poutre en béton instrumentée par un nombre de capteurs plus élevé. Quant
au type de capteur à utiliser, l’utilisation de patchs piézoélectriques sur une poutre en aluminium sera
intéressant à envisager car leur rapport signal sur bruit est de loin supérieur à celui des jauges. Ils
devraient donc permettre d’améliorer les résultats obtenus par les JLB. Pour la méthode fondée sur la
variation relative des fréquences, peu de temps a été consacré à la compréhension des résultats obtenus
pour la poutre en aluminium E-E, ce qui laisse envisager des perspectives afin de mieux appréhender
les conditions d’application de la technique. Pour la corrélation d’images, le laboratoire est en attente
de deux caméras de performance plus élevée. Il serait ainsi intéressant de les tester sur la poutre afin
de détecter et localiser les endommagements.
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Annexe A
Réponse impulsionnelle d’une poutre
instrumentée par différents types de capteurs
Les calculs menés portent sur l’étude linéaire des vibrations de flexion transverse d’une poutre dans le
plan (O, x, y) avec les hypothèses cinématiques d’Euler-Bernoulli. La poutre est supposée homogène
de section constante rectangle S = b × h, de longueur L et excitée par une force g(x, t) appliquée à
l’abscisse xj et à l’instant t0.
A.0.1 Capteurs ponctuels : déplacement, vitesse, accélération
La réponse à un choc suivant la direction j pour le déplacement transverse de la poutre, lorsque seuls
les N premiers modes sont pris en compte, est donnée classiquement par superposition modale (cas
linéaire) [1] :
v(x, t) =
∞∑
k=1
bk(t)φk(x) (A.1)
où bk(t) et φk(x) sont respectivement la réponse à la force g(x, t) et les déformées modales de la
poutre. La force appliquée à la poutre est définie par : g(x, t) = F.δt0t .δx0x où δ représente la distribu-
tion de Dirac égal à 1 pour x = x0, t = t0 et 0 sinon.
L’expression de la réponse bk(t) à la force g(x, t) est l’intégrale de Duhamel :
bk(t) =
1
ρSω˜k
∫ t
0
Fk(τ)e
−ξkω˜k(t−τ).sin(ωk(t− τ))dτ. (A.2)
où Fk(t) =
∫ L
0
g(x, t)φk(x)dx, ω˜k = ωk
√
1− ξ2k et ωk =
(βkL)
2
L2
√
EI
ρS
βkL est une solution de l’équation correspondant aux CL étudiées :
– cos(βkL).cos(βkL) = 1 (poutre L-L et E-E).
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– cos(βkL).cos(βkL) = −1 (poutre L-L et E-E).
– sin(βkL) = 0 soit βkL) = kπ (poutre L-L et E-E).
Il vient alors :
bk(t) =
Fφk(x0)
ρSωk
.sin(ω˜k(t− t0))e−Ξkωk(t−t0) (A.3)
Les expressions des déformées modales pour les différentes CL sont [2] :
– L-L
φk =
αk√
ρSL
[
cos(βkL)− cosh(βkL)
sinh(βkL)− sin(βkL)(sinh(βkx) + sin(βkx)) + cosh(βkx) + cos(βkx)
]
(A.4)
– E-E
φk =
αk√
ρSL
[
cos(βkL)− cosh(βkL)
sinh(βkL)− sin(βkL)(sinh(βkx)− sin(βkx)) + cosh(βkx)− cos(βkx)
]
(A.5)
– A-A
φk =
√
1
ρSL
sin
(
kπx
L
)
(A.6)
– E-L
φk =
αk√
ρSL
[
cos(βkL) + cosh(βkL)
sinh(βkL) + sin(βkL)
(sin(βkx)− sinh(βkx)) + cosh(βkx)− cos(βkx)
]
(A.7)
Sur la figure A.1, les quatre premières déformées modales de la poutre ont été tracées pour deux CL :
E-E et E-L.
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FIGURE A.1 – Graphes des quatre premières déformées modales normalisées de la poutre (φk) pour les CL : E-E
et E-L.
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où αk est introduit pour normaliser les déformées modales par rapport à la masse :∫ L
0
ρSφi(x)φj(x)dx = δ
j
i (A.8)
avec δij le symbole de Kronecker, δij = 1 si i = j, et 0 sinon.
A.0.2 Capteur longue base : ELB ou JLB
L’analyse modale est une théorie basée sur la linéarité des systèmes. Pour la poutre, le domaine li-
néaire est celui des petites déformations et des petites rotations. Dans ce cas, la mesure obtenue par
une JLB est définie par :
∆L(a, b, t) = −y
∫ b
a
ν ′′(x, t)dx (A.9)
Il vient donc :
∆L(a, b, t) = −y
∞∑
k=1
bk(t)
(∫ b
a
∂2φk(x)
∂x2
dx
)
(A.10)
d’où
∆L(a, b, t) = −y
∞∑
k=1
bk(t)Ψk(a, b) (A.11)
avec Ψk(a, b) =
∫ b
a
φ′′k(x)dx = φ
′
k(b)− φ′k(a) et bk(t) la réponse temporelle du kème mode.
On introduit souvent la courbure moyenne en statique [2][3]. Pour la dynamique, nous obtenons une
courbure moyenne modale Γkmoy définie par :
Γkmoy =
1
b− a
∫ b
a
φ′′k(x, t)dx (A.12)
Alors la mesure de la JLB devient :
∆L(a, b, t) ≈ −y(b− a)
∞∑
k=1
bk(t)Γ
k
moy(a, b) (A.13)
Cette formule liant la mesure de la JLB à la courbure modale a motivé plusieurs équipes à travailler
sur les méthodes de détection d’endommagments et notamment celle basée sur la courbure modale.
Les expressions des dérivées première et seconde des déformées modales de la poutre pour les diffé-
rentes CL sont :
– L-L
φ′k(x) =
αkβk√
ρSL
[
cos(βkL)− cosh(βkL)
sinh(βkL)− sin(βkL)(cosh(βkx) + cos(βkx)) + sinh(βkx)− sin(βkx)
]
(A.14)
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φ′′k(x) =
αkβ
2
k√
ρSL
[
cos(βkL)− cosh(βkL)
sinh(βkL)− sin(βkL)(sinh(βkx)− sin(βkx)) + cosh(βkx)− cos(βkx)
]
(A.15)
– E-E
φ′k(x) =
αkβk√
ρSL
[
cos(βkL)− cosh(βkL)
sinh(βkL)− sin(βkL)(cosh(βkx)− cos(βkx)) + sinh(βkx) + sin(βkx)
]
(A.16)
φ′′k(x) =
αkβ
2
k√
ρSL
[
cos(βkL)− cosh(βkL)
sinh(βkL)− sin(βkL)(sinh(βkx) + sin(βkx)) + cosh(βkx) + cos(βkx)
]
(A.17)
– A-A
φ′k(x) =
√
1
ρSL
(
kπx
L
)
cos
(
kπx
L
)
(A.18)
φ′′k(x) = −
√
1
ρSL
(
kπx
L
)2
sin
(
kπx
L
)
(A.19)
– E-L
φ′k(x) =
αkβk√
ρSL
[
cos(βkL) + cosh(βkL)
sinh(βkL) + sin(βkL)
(cos(βkx)− cosh(βkx)) + sinh(βkx) + sin(βkx)
]
(A.20)
φ′′k(x) =
αkβ
2
k√
ρSL
[
cos(βkL) + cosh(βkL)
sinh(βkL) + sin(βkL)
(sinh(βkx) + sin(βkx)) + cosh(βkx) + cos(βkx)
]
(A.21)
L’équation A.11 montre que les paramètres modaux obtenus à partir des JLB ou ELB ne sont pas
identiques à ceux déterminés par les capteurs ponctuels classiques (déplacement, vitesse ou accéléra-
tion). En effet, les fréquences propres et amortissements modaux sont les mêmes, le facteur temporel
bk(t) étant identique à celui du déplacement ν(x, t) défini par l’équation A.2, par contre les déformées
modales associées à ces fréquences propres sont différentes. Pour les capteurs ponctuels, les défor-
mées modales sont les φk(x) alors que pour les JLB, les déformées modales identifiées Ψk(x) sont
définis par :
Ψk =
∫ b
a
φ′′k(x)dx = φ
′
k(b)− φ′k(a) (A.22)
Les φk”(x) sont généralement appelés courbures modales et pour les φ′k(x) nous parlerons de défor-
mées « angulaires » modales. Les déformées modales observées par les JLB sont donc des intégrales
de courbure modale entre les bornes du capteur.
243
A. RÉPONSE IMPULSIONNELLE D’UNE POUTRE INSTRUMENTÉE PAR DIFFÉRENTS TYPES DE
CAPTEURS
Notions de nœuds et de ventres des déformées modales pour les JLB
Dans ce paragraphe, nous allons mettre en avant les particularités des JLB quant aux notions de nœuds
et de ventres des déformées modales Ψk(x) observées par ces dernières. Elles sont différentes de ce
que l’on obtient classiquement pour des capteurs ponctuels et permettent d’envisager des perspectives
intéressantes quant au placement optimal des JLB et au filtrage de modes [4]. Si les JLB étaient ponc-
tuelles, la contribution de la déformée modale dans la réponse du capteur serait la courbure modale
en un point, les nœuds seraient alors, par définition, les abscisses où les courbures modales s’an-
nulent. Cependant, la particularité des JLB est qu’elles possèdent une base de mesure d’une certaine
longueur. La variation de la valeur de la déformée angulaire choisie (φ’ = cst) induit un nombre de
configurations possibles très important. Ce n’est pas du tout le cas pour les capteurs ponctuels, où il
n’y a que quelques nœuds par mode et dont le nombre augmente avec l’ordre du mode.
– Nœuds d’un mode
La notion de nœuds pour les JLB se comprend à partir de l’expression Ψk = φ′k(b) − φ′k(a) avec
a et b les bornes de la JLB. En effet, il suffit de choisir le positionnement et la longueur de la
JLB de telle manière que cette différence s’annule, autrement dit de choisir deux points tel que
φ′k(b) = φ
′
k(a).
– Ventre d’un mode
Pour la notion de ventre, le raisonnement est semblable. Pour les capteurs ponctuels, les ventres
sont les maximas des déformées modales. Si un capteur ponctuel est placé au ventre d’un mode, la
contribution de la déformée modale sera maximale pour le capteur. Ceci se traduira par une ampli-
tude du pic associé au mode 1 plus importante au niveau de la TF du signal du capteur.
Pour une déformée modale observé par la JLB, un ventre sera défini par une configuration de la JLB
permettant d’obtenir la contribution maximale du vecteur propre au niveau du capteur (le facteur
temporel étant le même pour toutes les configurations de JLB possibles). Il faut donc que Ψk soit
maximum, c’est-à-dire que l’intégrale de la courbure modale soit maximale.
Ces notions sont détaillées dans la thèse de G.Cumunel [8].
A.0.3 Obtention des déformées modales à partir des JLB
Par analyse modale, la JLB n◦i permettra d’obtenir les quantités φ′k(xi)−φ′k(xi−1) . Pour les capteurs
ayant une extrémité en commun, la somme des résultats obtenus pour la déformée modale de deux
capteurs voisins va être égale au résultat obtenu avec une seule JLB équivalent, dont la longueur serait
égale à la somme des longueurs des deux capteurs :
JLBn◦i+ JLBn◦i+ 1−→JLB
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φ′k(xi)− φ′k(xi − 1) + φ′k(xi + 1)− φk(xi)−→φ′k(xi + 1)− φ′k(xi − 1) (A.23)
Ainsi, pour chaque JLB, si la somme des valeurs des déformé modales obtenues pour le capteur et
tous les capteurs précédents est effectuée, il est possible de remonter aux φ′k(x) discrétisés aux bornes
des JLB à une constante additive près.
FIGURE A.2 – Placement de JLB en continu sur la poutre E-E.
En interpolant les φ′k(xi) à l’aide de splines d’ordre 5 et en intégrant ensuite, il est possible de remon-
ter aux déformées modales.
G.Cumunel [4] a explicité dans sa thèse les mesures pour le cas des ELB sur une poutre bi-encastrée
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Annexe B
Simulation de Monte-Carlo
La méthode de Monte-Carlo est une technique de simulation puissante qui est utilisée pour évaluer
le risque ou la fiabilité de systèmes complexes d’ingénierie. Cette méthode peut-être utilisée avec
des connaissances basiques de probabilité et de statistique. La technique de simulation est divisée
essentiellement en 6 parties :
1. Définition du problème en termes de variables aléatoires.
2. Quantification des caractéristiques probabilistes de toutes les variables aléatoires, c’est-à-dire
leur fonction de densite de probabilité, leur moyenne, leur écart type, etc.
3. Génération des valeurs aléatoires de ces variables.
4. Evaluation du problème déterministe pour chaque ensemble de réalisations ou tirages de toutes
les variables aléatoires.
5. Obtention de l’information probabiliste de N réalisations, c’est-à-dire évaluer la probabilité de
faille, déterminer la moyenne et l’écart type des variables de sortie du problème.
6. Déterminer l’efficience et la stabilité de la simulation.
Génération des nombres aléatoires
La génération des nombres aléatoires en suivant une fonction de distribution de probabilité spé-
cifique est le cœur de la méthode de Monte-Carlo. En général, tous les logiciels de statistique
modernes sont capables de générer un échantillon de nombres aléatoires entre 0 et 1 suivant une
loi de distribution uniforme U[0, 1]. A partir de cet echantillon, on peut en obtenir un autre qui
suit la fonction de densité de probabilité (fdp) que l’on souhaite à l’aide des transformations per-
tinentes. La méthode de transformation est connue sous le nom de technique de transformation
inverse ou méthode FCD inverse. Dans cette méthode si l’on veut transformer une densite ui
entre 0 et 1, on égalise la fonction de densité cumulée FX(xi) souhaitée au numéro ui généré :
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fX(x) = F
−1
X FU [fU(u)] (B.1)
FU(ui) = ui pour U [0, 1] (B.2)
FX(xi) = FU(ui) = ui (B.3)
xi = F
−1
X (ui) (B.4)
(B.5)
Distribution log-normale
Cette distribution de probabilité est souvent utilisée lorsque la variable aléatoire ne peut pas avoir de
valeurs négatives. Si une variable S suit une loi log-normale, le logarithme naturel de cette variable
suit une loi normale. La fonction de distribution de probabilité fdp et la fonction cumulative FCD
sont :
fS(s) =
1√
2πζs.s
exp
[
−1
2
(
lns− λs
ζs
)2]
(B.6)
FS(s) =
∫ ( lns−λs
ζs
)
0
1√
2π
exp
[
−1
2
(
lns− λs
ζs
)2]
ds (B.7)
avec
λs = ln(µs)− 1
2
ζ2s
ζ2s = ln
[
1 +
(
σs
µs
)2]
D’où la valeur de xi est égale à :
ui = Φ
(
ln(xi)− λX
ζX
)
(B.8)
xi = exp
[
λX + ζX .Φ
−1(ui)
] (B.9)
Probabilité de ruine
Afin de définir la probabilité de faille ou de ruine d’un problème, on doit résoudre l’équation suivante :
pf =
∫
g(X)≤0
f(X).dX (B.10)
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Annexe C
Transformées en Ondelettes Continues
Dans cette annexe, nous présentons la méthode d’analyse modale en output-only utilisant la Transfor-
mation en Ondelettes Continues (TOC) présentée dans [1]. Elle permet d’effectuer l’analyse dans le
plan temps-fréquence de réponses linéaires ou non-linéaires de signaux de mesure, qui peuvent être
des déplacements, des vitesses ou des accélérations.
C.1 Application aux signaux modulés en fréquence
C.1.1 Base théorique
Soit une fonction ψ(t) bien localisée en temps et en fréquence. ψ(.) est la fonction analysante de carré
intégrable et continue par morceaux, appelée ondelette «mère». On lui associe une famille d’onde-
lettes ψ(b,a)(t) engendrée par des dilatations et translations de ψ(t) :
ψ(b,a)(t) =
1
a
ψ
(
t− b
a
)
(C.1)
où a et b sont des paramètres relatifs respectivement à l’échelle (inverse de fréquence) et au temps.
Les ondelettes sont donc de forme constante mais de taille variable proportionnelle au paramètre de
dilatation a. Soit le signal u(t) d’énergie finie et continu par morceaux, la transformation en ondelettes
de ce signal est donné par le produit de convolution
Tψ[u](b, a) =< u, ψ(b,a)(t) >=
1
a
∫ +∞
−∞
u(t)ψ
(
t− b
a
)
dt (C.2)
Si le théorème de Parseval est appliqué à cette équation, l’expression de la tranformation en ondelettes
du signal u(t) dans le domaine fréquentiel est alors
Tψ[u](b, a) =
1
2π
∫ +∞
−∞
uˆ(ω)ψˆ(aω)eiωbdω (C.3)
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La fonction ψ(t) est une ondelette «mère» admissible si le coefficient Cψ défini par
Cψ =
∫ +∞
0
|ψˆ(aω)|2da
a
(C.4)
est fini, non nul et indépendant de ω réel. Cette condition implique que ψˆ(ω) définie par ψˆ(ω) =∫ +∞
−∞ ψ(t)e
−iωtdt est égale à zéro à l’origine. Cela signifie que ψ(t) doit nécessairement posséder cer-
taines oscillations.
Une fois cette condition d’admissibilité vérifiée, le signal u(t) peut être reconstruit par
u(t) =
1
Cψ
∫ +∞
−∞
∫ +∞
0
Tψ[u](b, a)ψ
(
t− b
a
)
da
a
db (C.5)
La résolution locale de la TOC en temps et en fréquence autour du point du plan temps-fréquence
défini par {
t = b+ atψ
ω =
ωψ
a
(C.6)
dépend du paramètre de dilatation a et est déterminée, respectivement par la durée ∆tψ et la largeur
de bande ∆ωψ de l’ondelette mère : {
∆t = a∆tψ
∆ω =
∆ωψ
a
(C.7)
FIGURE C.1 – Localisation dans le plan temps-fréquence de : l’ondelette mère (à gauche) et la transformée en
ondelettes (à droite), d’après [2].
L’incertitude est donc
µψ(b,a) = ∆t∆ω = ∆tψ∆ωψ = µψ (C.8)
(µψ ≥ 12 d’après le principe d’incertitude d’Heisenberg)
Ainsi, le domaine de localisation de la tranformée en ondelettes sur le plan temps-fréquence au point
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(b+ atψ, ω =
ωψ
a
) (Fig. C.1) sera
[b+ atψ − a∆tψ, b+ atψ + a∆tψ]×
[
ωψ
a
− ∆ωψ
a
,
ωψ
a
+
∆ωψ
a
]
(C.9)
En se référant à l’analyse fréquentielle, l’analyse en ondelettes peut être comparée à un filtre avec un
facteur de qualité Q, défini comme le rapport entre le centre de fréquence et la bande de fréquence
Q =
ωψ/a
2(∆ωψ/a)
=
ωψ
2∆ωψ
(C.10)
Les réponses libres enregistrées sont soit des déplacements, soit des vitesses, soit des accélérations.
Ces signaux de mesure sont amortis et bornés. Il est alors utile de déterminer la relation entre leurs
transformées en ondelettes. Si ψ(t) et u(t) sont continues et différentiables par morceaux, l’intégrale
par partie de la définition de la transformation en ondelettes (C.2) nous donne
Tψ[u˙](b, a) =
1
a
[
u(t)ψ
(
t− b
a
)∣∣∣∣+∞
−∞
− 1
a
∫ +∞
−∞
u(t)ψ˙
(
t− b
a
)
dt
]
(C.11)
De plus, si ψ˙ ∈ L1(R)∩L2(R) et u˙ ∈ L2(R), la transformation en ondelettes de u˙(t) avec l’ondelette
mère ψ est reliée à la transformation en ondelettes de u(t) avec ψ˙ par
Tψ[u˙](b, a) = −1
a
Tψ˙[u](b, a) (C.12)
Cette relation peut facilement être étendue aux signaux d’énergie finie u¨ quand ψ¨ ∈ L1(R) ∩ L2(R)
Tψ[u¨](b, a) = −1
a
Tψ˙[u˙](b, a) =
1
a2
Tψ¨[u](b, a) (C.13)
Cela signifie que les transformées en ondelettes de déplacement, de vitesse, d’accélération sont reliées
au moyen des ondelettes mères et de leurs dérivées au premier et au second ordre.
C.1.2 TOC de signaux modulés en fréquence et caractérisation d’arêtes
Un signal réél u(t) d’énergie finie peut toujours être associé à un signal analytique Zu(t) en utilisant
la transformée de Hilbert
Zu(t) = [I + iH]u(t) (C.14)
où I et H sont respectivement l’identité et l’opérateur de transformation de Hilbert.
Dans le domaine fréquentiel, cela donne
Zˆu(ω) = 2Θ(ω)uˆ(ω)
u(t) = Re[Zu(t)]
(C.15)
où Θ est la fonction de Heaviside.
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On définit le couple canonique (Au(t), φu(t)) du signal u(t) avec Au(t) = |Zu(t)| (Au(t) ≥ 0) le mo-
dule et φu(t) = arg(Zu(t)) (φu(t) ∈ [0, 2π]) la phase et on a, par conséquent, u(t) = Au(t)cos(φu(t)).
La pulsation instantanée ωu(t) est alors donnée par
ωu(t) =
dφu(t)
dt
= φ˙u(t) (C.16)
Cette représentation canonique s’est avérée utile dans beaucoup d’applications. Cependant, lorsque
des signaux étudiés ont plusieurs composantes, un filtre passe-bande est nécessaire pour séparer
chaque composante. Quand le signal u(t) est donné sous la forme d’une unique composante
u(t) = A(t)cos(φ(t)) (C.17)
Son signal analytique Zu(t) n’est en général pas très différent du signal complexe associé A(t)eiφ(t)
(asymptoticité). Zu(t) peut donc être approximé par A(t)eiφ(t) :
Zu(t) ≈ A(t)eiφ(t) (C.18)
et u(t) est maintenant appelé signal asymptotique s’il oscille suffisamment.
Quand l’ondelette mère admissible ψ(t) est progressive (i.e sa transformée de fourier ψˆ(ω) est nulle
pour ω ≤ 0), la TOC d’un signal u à valeurs réelles est liée à la transformée en ondelettes de son
signal analytique Zu(t)
Tψ[u](b, a) =
1
2
Tψ[Zu](b, a) (C.19)
La caractéristique principale de la TOC appliquée aux signaux asymptotiques est qu’elle est concen-
trée le long de courbes du plan temps-fréquence appelées arêtes. La restriction de la transformée en
ondelettes à chaque arête, appelée squelette de la transformée, contient un maximum d’information :
elle est très proche de la composante même du signal. Une définition de l’arête et une approximation
du squelette sont donnés par [3]
ar(b) =
K
φ˙u(b)
(C.20)
Tψ[u](b, a) ≈ Corr(b)Zu(b) (C.21)
où K est une constante dépendant de l’ondelette mère et Corr(b) une fonction de correction entière-
ment caractérisée par l’ondelette mère et par l’arête ar(b).
Une fois que l’arête est déterminée, le signal analytique Zu(t) peut être déduit. Ses parties réelle et
imaginaire donnent respectivement le signal et sa transformée de Hilbert. L’extraction d’arête est ob-
tenue à l’aide de méthodes non-paramétriques, pour lesquelles plusieurs algorithmes sont disponibles
dans [4, 5, 6]
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C.2 Identification modale des systèmes mécaniques linéaires
C.2.1 Réponses libres des systèmes amortis à plusieurs degrés de liberté
Considérons un système mécanique à plusieurs degrés de liberté (m.d.d.l) avec un amortissement
visceux proportionnel. Les réponses libres au point k d’un tel système à N degrés de liberté, en
termes de déplacement uk(t), de vitesse u˙k(t) et d’accélération u¨k(t), sont exprimées selon la base
modale
uk(t) =
N∑
j=1
ukj(t) =
N∑
j=1
Φkjρje
−ξjωjtcos(ω˜jt− ϕj) (C.22)
u˙k(t) =
N∑
j=1
u˙kj(t) = −
N∑
j=1
Φkjρjωje
−ξjωjtcos(ω˜jt− ϕj − δj) (C.23)
u¨k(t) =
N∑
j=1
u¨kj(t) = −
N∑
j=1
Φkjρjω
2
j e
−ξjωjtcos(ω˜jt− ϕj + θj) (C.24)
où j est l’indice du mode. Φkj est le terme (k, j) de la matrice modale composée des vecteurs propres
Φj = [Φ1j ,Φ2j , . . .ΦNj ]
T
.
Chacun de ces vecteurs peut être normalisé au maximum de déplacement pour lequel Φmj = 1. Pour
le mode j, ω˜j et ωj sont respectivement les pulsations propres amorties et non amorties, ξj le taux
d’amortissement et ρj est défini par
ρj =

[
Y˙j(0) + ξjωjYj(0)
ω˜j
]2
+ [Yj(0)]
2

1/2
(C.25)
avec Yj(0) le déplacement modal initial et Y˙j(0) la vitesse modale initiale du mode j.
Par ailleurs, nous avons
ϕj = arctan
{
(cj0 + ξj)/
√
1− ξ2j
}
deltaj = arctan
{√
1− ξ2j /ξj
}
θj = arctan
{
2ξj
√
1− ξ2j /(1− 2ξ2j )
} (C.26)
avec cj0 = Y˙j(0)/(ωjYj(0)).
Alors, les relations (C.22), (C.23) et (C.24) peuvent être réécrites sous la forme générale :
N∑
j=1
Akj(t)cos(αkj(t))
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où {
αukj(t) = ω˜jt− ϕj + pi2 (1− sgn(Φkj))
Aukj(t) = |Φkj|ρje−ξjωjt pour uk(t)
(C.27)
{
αu˙kj(t) = ω˜jt− ϕj − δj + pi2 (1 + sgn(Φkj))
Au˙kj(t) = |Φkj|ρjωje−ξjωjt pour u˙k(t)
(C.28)
{
αu¨kj(t) = ω˜jt− ϕj + θj + pi2 (1 + sgn(Φkj))
Au¨kj(t) = |Φkj|ρjω2j e−ξjωjt pour u¨k(t)
(C.29)
Si l’on fait l’hypothèse d’un faible amortissement, le signal analytique est alors approché par le signal
complexe associé : Zkj(t) ≈ Akj(t)eαkj(t).
C.2.2 Relation entre les données mesurées et les paramètres modaux
Les données pour l’identification modale viennent sous forme de fonctions instantanées : l’amplitude
Aukj(t) (ou Au˙kj(t) ou Au¨kj(t)) et la phase αukj(t) (ou αu˙kj(t) ou αu¨kj(t)) de chaque composante,
extraites des transformées en ondelettes des mesures des réponses libres uk(t) (ou u˙k(t) ou u¨k(t))
au point k. Des relations instantanées simples R(t) entre les données et les paramètres modaux se
déduisent des équations (C.27), (C.28) et (C.29). L’estimation des paramètres modaux est alors effec-
tuée à l’aide d’une technique d’identification paramétrique basée sur la minimisation, par la méthode
des moindres carrés, d’un critère d’erreur défini comme la différence entre les fonctions instantanées
provenant de la mesure Rmesure(t) et celles obtenues avec le modèle Rmodele(t).
1) Utilisation de la phase : L’évolution temporelle de la phase αukj(t) (ou αu˙kj(t) ou αu¨kj(t)) donnée
par l’équation (C.27) (ou (C.28) ou (C.29)) est une droite de pente ω˜j ; l’estimation de ω˜j mène alors
a un problème de régression linéaire. L’évolution temporelle de l’arête arukj (t) obtenue par l’équation
(C.20), donne :
ω˜j = α˙ukj =
K
arukj (t)
(C.30)
ou
ω˜j = α˙u˙kj =
K
aru˙kj (t)
(C.31)
ou
ω˜j = α˙u¨kj =
K
aru¨kj (t)
(C.32)
Deux autres relations basées sur la phase donnent directement le taux d’amortissement
ξj = |cos(δj − πsgn(Φkj))| = |cos(αukj(t)− αu˙kj(t))| (C.33)
ou
ξj =
∣∣∣∣cos(θj + πsgn(Φkj)2
)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣cos(αu¨kj(t)− αukj(t)2
)∣∣∣∣ (C.34)
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La différence de phase dklj (t) du mode j entre les points k et l
dklj (t) = αukj(t)− αulj(t) = −(αu˙kj(t)− αu˙lj(t)) = −(αu¨kj(t)− αu¨lj(t)) (C.35)
est soit nulle, soit égale à ±π
dklj (t) =
π
2
(sgn(Φlj)− sgn(Φkj)) (C.36)
Par conséquent, Φkj et Φlj sont de mêmes signes si dklj (t) = 0 et de signes opposés si dklj (t) = ±π.
2) Utilisation des amplitudes : ωj peut être exprimé par
ωj =
Au˙kj(t)
Aukj(t)
ou ωj =
Au¨kj(t)
Au˙kj(t)
(C.37)
L’évolution temporelle du logarithme de l’amplitude log(Aukj(t)) (ou log(Au˙kj(t)) ou log(Au¨kj(t)))
est une droite de pente −ξjωj comme on peut le voir ci-dessous
log(Aukj(t)) = log(|Φkj|ρj)− ξjωjt
log(Au˙kj(t)) = log(|Φkj|ρjωj)− ξjωjt
log(Au¨kj(t)) = log(|Φkj|ρjω2j )− ξjωjt
(C.38)
Là encore, le problème d’identification est un problème de régression linéaire. Le rapportAukj(t)/Aumj(t)
de l’amplitude de la jème composante de la réponse au point k sur celle au point m est une constante
temporelle, qui est égale à la valeur absolue de la kème composante du mode j, d’où
|Φkj|
|Φmj| = |Φkj| =
Aukj(t)
Aumj(t)
(C.39)
C.3 Aspects pratiques de la TOC
C.3.1 Ondelette mère
L’ondelette mère de Cauchy est l’ondelette mère que nous avons utilisé dans le code de calcul. Les
principales caractéristiques de ce type d’ondelette mère sont répertoriées dans le tableau C.1
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Ondelette de Cauchy
ψ(t)
(
i
t+i
)n+1
ψˆ(ω) 2piω
ne−ω
n!
Θ(ω)
Cψ 4π
2 1
22n
(2n−1)!
(n!)2
tψ 0
ωψ n+
1
2
∆ωψ
√
2n+1
2
∆tψ
1√
2n−1
µψ
1
2
√
1 + 2
2n−1
Q =
ωψ
2∆ωψ
n+ 1
2√
2n+1
TABLEAU C.1 – Caractéristiques de l’ondelette mère de Cauchy.
Par ailleurs, avec ce type d’ondelette mère, les dérivées au premier et au second ordre de ψn sont aussi
des ondelettes de Cauchy puisque
ψ˙n(t) = i(n+ 1)ψn+1(t) (C.40)
et
ψ¨n(t) = −(n+ 1)(n+ 2)ψn+2(t) (C.41)
Alors la procédure d’identification avec u˙ et u¨ peut être simplifiée à l’aide de l’équation (C.13).
La localisation de l’ondelette mère de Cauchy et de sa version dilatée-translatée avec a > 1 (effet de
dilatation en temps et de compression en fréquence) et a < 1 (effet de compression en temps et de
dilatation en fréquence) sont illustrées sur la figure C.2.
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FIGURE C.2 – Localisation dans le plan temps-fréquence de l’ondelette mère de Cauchy (trait continu (-)) et de sa
version dilatée-translatée avec a>1 (traits pointillés (-.)) et a<1 (traits discontinus (–)), d’après [2].
C.3.2 Effet de bords
Le signal mesuré u(t) est, en général, échantillonné sur une durée finie L. Chaque point de mesure est
espacé d’une valeur T , la période d’échantillonnage. Le contenu fréquentiel de cette version discrète
est limité par la fréquence de Nyquist fNyquist = 12T . Puisque le signal est de durée finie et échan-
tillonné avec une période d’échantillonnage non nulle, il existe une anomalie aux bords appelée :
l’effet de bords (Fig. C.3).
FIGURE C.3 – Modules de la TO (avec l’ondelette de Cauchy) d’un signal avec une longueur infinie (à gauche) et
finie (à droite), d’après [2].
Il est donc important d’essayer de déterminer un domaine D sur le plan temps-fréquence (t, ω) où
l’effet de bords peut être négligeable. On introduit alors deux coefficients réels ct et cf supérieurs ou
égaux à 1 tel que : t /∈ Ict = [tψ − ct∆tψ, tψ + ct∆tψ] et ω /∈ Icf = [ωψ − cf∆ωψ, ωψ + cf∆ωψ], ψ(t)
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et ψˆ(ω) ont de bonnes propriétés de décroissance. Cela signifie que ψ(t) et ψˆ(ω) sont nulles ou très
«petites». Le choix de ct et cf est expliqué en détail dans [1].
On définit ensuite le domaine D comme un domaine de localisation «étendu» sur le plan temps-
fréquence pour la transformation en ondelettes autour du point (bj, ωj). C’est la version «étendue» de
la formule (C.9). En combinant les coefficients ct et cf avec la propriété progressive de l’ondelette
mère de Cauchy, D devient :
[bj +
ωψ
ωj
tψ − ωψωj ct∆tψ, bj +
ωψ
ωj
tψ +
ωψ
ωj
ct∆tψ]
×
[
max
(
0, ωj
(
1− cf ∆ωψωψ
))
, ωj
(
1 + cf
∆ωψ
ωψ
)] (C.42)
Le domaine D doit être inclus dans [0, L] × [0, 2πfNyquist], on arrive alors au système d’inégalités
suivant
{
ωψ
ωj
ct∆tψ − ωψωj tψ ≤ bj ≤ L−
ωψ
ωj
ct∆tψ − ωψωj tψ
0 < ωj ≤ 2pifNyquist1+cf (∆ωψ/ωψ)
(C.43)
Finalement, en introduisant Q et µψ, en tenant compte que tψ = 0, ce qui est vrai pour les ondelettes
de Cauchy, le système (C.43) devient
{
1
ωj
ct2Qµψ ≤ bj ≤ L− 1ωj ct2Qµψtψ −
ωψ
ωj
tψ
0 < ωj ≤ 2pifNyquist1+cf (1/(2Q))
(C.44)
Comme le montrent les inégalités du système (C.44), D est limité par deux hyperboles définies par :
ω = 2
b
ctQµψ et ω = 2L−bctQµψ et deux lignes horizontales dont les équations sont : ω = 0 et
ω =
2pifNyquist
1+cf (1/(2Q))
. Puisque les deux coefficients ct et cf sont supérieurs à 1, en général de l’ordre de
4−5, l’intervalle de temps utile est plus petit que la durée du signal L et l’intervalle de fréquence utile
est plus petit que fNyquist. Ce domaine D, illustré sur la figure C.4, dont l’effet de bord est négligeable
sera utilisé dans la procédure d’identification modale.
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FIGURE C.4 – Modules de la TO d’un signal sur le plan temps-fréquence. Les différents domaines D, où l’effet de
bord est négligé, sont représentés pour plusieurs valeurs de ct et cf , d’après [2].
C.3.3 Découplage des modes : choix du paramètre de l’ondelette mère
Il est très important de choisir de bonnes valeurs pour les paramètres des ondelettes mères afin d’isoler
les composantes d’un signal multi-composantes. Supposons que l’on s’intéresse à une composante j
quelconque avec une fréquence ωj dans un signal de N composantes. La fréquence la plus proche à
isoler est éloignée d’une quantité dωj . Pour résoudre ce problème, on doit faire appel à la résolution
fréquentielle de la transformée en ondelettes sur le plan temps-fréquence le long d’une arête de fré-
quence ωj . D’après la formule (C.42), la localisation fréquentielle qui est
[max
(
0, ωj
(
1− cf ∆ωψωψ
))
, ωj
(
1 + cf
∆ωψ
ωψ
)
] doit être incluse dans l’intervalle [ωj−dωj, ωj+dωj].
Il en résulte que
Q ≥ cf ωj
2dωj
(C.45)
Pour généraliser, on note dωj = min [(ωj − ωj−1), (ωj+1 − ωj)] pour 1 ≤ j ≤ N avec ω0 = 0 et
ωN+1 = 2πfNyquist. Plus la valeur de Q augmente, plus l’effet de découplage entre les composantes
est bon mais plus l’effet de bord perturbe le plan temps-fréquence. Il faut que le domaine D défini à
la relation (C.44) soit non vide. La deuxième inégalité de la relation est immédiatement vérifiée car
dωj < πfNyquist. Donc, il faut seulement que la deuxième inégalité est un sens. En combinant avec
l’inégalité de Heisenberg (µψ ≥ 12 ), nous avons la condition
Q ≤ Lωj
2ct
(C.46)
et finalement, le paramètre Q doit appartenir à l’intervalle
cf
ωj
2dωj
≤ Q ≤ Lωj
2ct
(C.47)
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Une fois que Q est choisi, les paramètres des ondelettes de Cauchy sont déterminés en fonction de
Q suivant les relations du tableau C.1. Avec la formule (C.47), L et fNyquist sont obtenus à partir
des mesures, les fréquences ωj peuvent être évaluées grossièrement à partir de la TF du signal. Les
coefficients ct et cf doivent satisfaire l’inéquation déduite de (C.47)
ctcf ≤ Ldωj (C.48)
Le choix de Q est libre dans l’intervalle donné par la relation (C.47) et dépend aussi du problème
traité : plus la valeur de Q est élevée, plus l’effet de bord est significatif et moins l’effet de couplage
est important (Fig. C.5). Dans le cas de modes très proches, c’est à dire dωj faible, il est nécessaire
que L soit suffisamment grand pour que la valeur de Q satisfasse la condition (C.47).
FIGURE C.5 – Modules de la TO (Cauchy) d’un signal avec Q = 5 (à gauche) et Q = 9 (à droite), d’après [2].
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Annexe D
Méthode des sous-espaces
Les méthodes par sous-espaces datent des années 70, avec le développement de l’analyse statistique
multi-variables, en particulier de l’analyse en composantes principales (ACP) et de l’analyse de cor-
rélation canonique. C’est une méthode output-only. Les approches actuelles utilisées pour l’identifi-
cation des systèmes datent de la fin des années 1980. Elles sont basées sur la factorisation QR ou la
décomposition en valeurs singulières (SVD) [1]. L’intérêt de ces approches réside dans le fait de ne
pas nécessiter des techniques d’optimisation, ni d’imposer une forme canonique au système. Ainsi, les
algorithmes de sous-espaces peuvent également aussi bien s’appliquer à l’identification des systèmes
MIMO qu’aux systèmes SISO. D’ailleurs, il a été montré dans [3] que des méthodes d’identification
par sous-espaces à base de covariances peuvent être rendues assez robustes pour manipuler des ex-
citations non stationnaires. Un autre avantage de l’identification par sousespaces est l’utilisation du
concept de représentation d’états sur lequel est basée l’évolution des techniques modernes de concep-
tion de commande.
Le principe de l’identification par sous-espaces consiste à identifier la séquence des états sur la base
de mesures [2]. Ceci est réalisé en deux étapes. D’abord, par la projection des matrices de Hankel et
ensuite par la factorisation QR ou par la décomposition SVD. La factorisation QR permet de réduire
le traitement des données tandis que la décomposition SVD conduit à rejeter l’effet du bruit (qui se
traduit par des modes erronés, non représentatifs de la dynamique du système). Une fois que la sé-
quence des états a été calculée, le problème d’identification du modèle d’état devient un problème
linéaire des moindres carrés. Les matrices de bruit de processus et de mesures peuvent être calculées
à partir des résidus des moindres carrés.
Les différentes étapes de l’algorithme des sous-espaces
L’implémentation pratique de l’algorithme est la suivante :
1. Détermination d’une suite de covariances empiriques R˜i à partir des données collectées Y1, ..., YN
par les différents capteurs . Pour le calcul de cette suite, on utilise l’approximation suivante de
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l’espérance mathématique :
Ri = E(YiY
T
t−i) ≈
1
N − i
N∑
t=i+1
YtY
T
t−i (D.1)
où N est la longueur du signal dont on dispose et i l’indice du capteur.
2. Calcul de la matrice de Hankel empirique H˜p+1,q
3. Décompostion en valeurs singulières de la matrice de Hankel empirique H˜p+1,q comme suit :
H˜p+1,q = (U1 U2)
(
S1 0
0 S2
)
V T
où S1 correspond à la valeur singulière d’ordre m.
4. Estimer la matrice d’observabilité.
O˜p+1,q(H˜, F˜ ) = U1S
1
2
1 T (D.2)
5. Détermination de la matrice H.
6. Détermination de la matrice F.
7. Détermination des valeurs propres λ de F.
8. Détermination des paramètres dynamiques du système f et ρ.
9. Détermination des formes modales φµ. Pour l’application de l’algorithme, il faut bien sûr res-
pecter la condition de Shannon :
fs > 2.fk
avec fs la fréquence d’échantillonnage et fk la fréquence du kème mode que l’on souhaite ob-
server.
Note : La méthode des sous espaces est tributaire du choix de l’ordre de système et de la présence de
modes erronés stables
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Annexe E
Comparaison numérique-expérience et
recalage
Dans cette partie, nous allons réaliser une analyse modale numérique sur une poutre E-E dont les
dimensions sont les mêmes que celles de l’étude expérimentale. Le nombre de capteurs est égal à
onze pour les capteurs ponctuels et dix pour les jauges longue base, le placement des capteurs est le
même que pour l’expérience. Nous choisissons un essai expérimental de l’état sain et nous faisons
une simulation de cet essai en utilisant la force du pot vibrant mesurée comme force d’excitation soit
un choc d’amplitude 129N appliqué à 578mm de l’encastrement gauche. Le choc est simulé par une
demi-sinusoïde dont la durée est égale à 0.004s.
La masse totale de la poutre est de 637.5g et un accéléromètre, en prenant en compte une partie du
poids du câble, pèse environ 13g (soit 143g pour l’ensemble des accéléromètres). Les accéléromètres
sont donc très intrusifs puisque la masse de la poutre augmente de presque 22.4% avec l’instrumen-
tation. Ceci affectera le comportement dynamique de la poutre.
Lopez-Aenlle et al. [1] ont conclu que les résultats sont relativement bons, lorsque la quantité de la
masse ajoutée sur une structure est n’excède pas 5 % de la masse totale de la structure. Cependant,
sur des structures légères, la masse ajoutée peut être trop élevée et mal distribués. Pour cette raison,
non seulement les fréquences de résonance varient, mais les modes propres changent également.
Pour cela, des essais ont été réalisés avant la mise en place des accéléromètres, à l’aide d’un capteur
de déplacement laser. Les fréquences alors obtenues étaient en accord avec les fréquences théoriques :
80.93 Hz pour le premier mode (78.83 Hz pour la théorie, soit ≈ 2.67% d’écart), 220.31 Hz pour le
deuxième mode (217.29 Hz pour la théorie, soit ≈ 1.39% d’écart) et 430.01 Hz pour le troisième
mode (425.98 Hz pour la théorie, soit ≈ 0.94% d’écart).
Les signaux temporels numériques simulés et les TF correspondantes sont présentés sur la figure E.1.
Ainsi, afin de comparer les résultats, on a pris en compte dans le modèle numérique de la poutre
saine la masse des accéléromètres. Nous avons ensuite traité les signaux avec la TO pour identifier les
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FIGURE E.1 – Signaux temporels et TF correspondantes pour les différents types de capteurs
paramètres modaux des signaux numériques. Les fréquences propres de la poutre expérimentale sont
donc comparées à celles simulées par EF, afin de quantifier l’erreur de modélisation (Tab. E.1)
Les fréquences propres mesurées sont globalement assez proches de celles déterminées numérique-
ment avec Matlab, (par exemple, la première vaut ≈ 74.54Hz alors que le modèle numérique donne
78.83Hz). Cet écart s’explique du fait que d’un point de vue expérimental, la réalisation de l’en-
castrement est imparfaite. Les figures E.1(c) et E.1(d) montrent que des pics de faible amplitude
apparaissent au niveau des TF des accélérations, cependant rien de comparable n’est observé sur les
TF des JLB.
Mode
Fréquence propre
Moyenne
fnum fexp
δf
f
(%)
no 1 78.83 74.56 5.42
no 2 217.29 205.91 5.24
no 3 425.98 403.64 5.24
no 4 704.17 678.82 3.60
TABLEAU E.1 – Quatres premières fréquences propres identifiées numériquement et expérimentalement.
Les figures E.2, E.3 et E.4 illustrent les résultats obtenus pour la détermination des déformées modales
des trois premiers modes normalisés, à partir les accéléromètres, et des jauges longue base. Sur les
figures E.2(b), E.3(b) et E.4(b), les courbes tracées en traits pointillés représentent respectivement les
courbures modales φ′′1(x), φ′′2(x), et φ′′3(x) pour la poutre E-E. Dans l’ensemble, les résultats se cor-
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FIGURE E.2 – Déformées modales du premier mode obtenues pour deux types de capteurs : accéléromètres et JLB
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FIGURE E.3 – Déformées modales du deuxième mode obtenues pour deux types de capteurs : accéléromètres et
JLB
rèlent de manière satisfaisante. Pour évaluer le degré de corrélation entre les déformées numériques
et les déformées expérimentales, nous avons calculé les cœfficients MAC présentés dans le tableau
E.3 et illustres sur la figure E.5. On remarque que la valeur du MAC diminue lorsque le mode est plus
élevé, ceci peut s’expliquer par le nombre le points limités.
Nous remarquons aussi sur les figures E.2, E.3 et E.4 que l’écart modes-calculés/modes-mesurés le
plus important se trouve au niveau du point d’excitation. L’écart provient également de la suresti-
mation de la raideur d’encastrement dans le modèle numérique, alors que l’encastrement réèl n’est
jamais parfait.
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FIGURE E.4 – Déformées modales du troiième mode obtenues pour deux types de capteurs : accéléromètres et JLB
268
Capteur Mode n
o 1 Mode no 2 Mode no 3
φnum φexp Erreur% φnum φexp Erreur% φnum φexp Erreur%
Acc. no 1 0.008 0.009 10.04 0.043 0.025 41.74 -0.086 0.047 44.75
Acc. no 2 0.164 0.167 1.36 0.426 0.411 3.44 -0.677 0.657 2.94
Acc. no 3 0.432 0.438 1.37 0.873 0.867 0.77 -1.000 0.998 0.19
Acc. no 4 0.716 0.719 0.39 1.000 0.997 0.29 -0.465 0.480 3.30
Acc. no 5 0.922 0.925 0.33 0.667 0.659 1.12 0.466 -0.468 0.31
Acc. no 6 1.000 1.000 0.00 0.011 -0.005 49.37 0.937 -0.931 0.66
Acc. no 7 0.923 0.923 0.02 -0.653 -0.667 2.14 0.479 -0.455 5.02
Acc. no 8 0.711 0.712 0.02 -0.995 -1.000 0.52 -0.466 0.506 8.69
Acc. no 9 0.440 0.429 2.40 -0.878 -0.856 2.45 -0.982 1.000 1.88
Acc. no 10 0.172 0.167 3.35 -0.442 -0.411 6.96 -0.701 0.657 6.25
Acc. no 11 0.011 0.009 17.76 -0.051 -0.025 50.62 -0.102 0.047 53.58
JLB no 1 0.988 1.000 1.18 -0.666 0.715 7.37 0.263 0.375 42.81
JLB no 2 0.372 0.355 4.66 0.372 -0.357 3.85 -0.808 -0.856 6.04
JLB no 3 -0.215 -0.217 0.63 1.000 -0.989 1.09 -0.885 -0.930 5.02
JLB no 4 -0.640 -0.648 1.23 0.985 -0.979 0.62 0.007 0.031 329.82
JLB no 5 -0.891 -0.880 1.23 0.421 -0.398 5.66 1.000 1.000 0.00
JLB no 6 -0.888 -0.878 1.14 -0.384 0.409 6.55 0.943 0.991 5.08
JLB no 7 -0.649 -0.649 0.10 -0.970 1.000 3.05 0.093 0.004 95.16
JLB no 8 -0.208 -0.201 3.37 -0.986 0.979 0.70 -0.892 -0.946 6.03
JLB no 9 0.366 0.353 3.54 -0.396 0.334 15.56 -0.865 -0.823 4.86
JLB no 10 1.000 1.000 0.00 0.690 -0.715 3.62 0.360 0.375 4.08
TABLEAU E.2 – Vecteurs propres déterminés avec la TO à partir des signaux des accéléromètres et des JLB pour
la poutre E-E.
Mode MACv(%) MACJLB(%)
no 1 99.99 99.67
no 2 99.94 99.47
no 3 99.79 99.48
TABLEAU E.3 – Valeurs de MAC
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FIGURE E.5 – MAC pour l’appariement des modes numérique/expérimental
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Annexe F
Résultats expérimentaux issus de la SVD
pour les différents états endommagés de la
poutre E-E
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FIGURE F.1 – Quatre premiers vecteurs singuliers à droite (RSV pour right singular vector) de la matrice de col-
lection des fréquences propres A(1:100)λ - Trou de diamètre 8mm
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FIGURE F.2 – Quatre premiers vecteurs singuliers à droite (RSV pour right singular vector) de la matrice de col-
lection des fréquences propres A(1:100)λ - Trou de diamètre 6mm
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FIGURE F.3 – Quatre premiers vecteurs singuliers à droite (RSV pour right singular vector) de la matrice de col-
lection des fréquences propres A(1:100)λ - Trou de diamètre 4mm
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FIGURE F.4 – Quatre premiers vecteurs singuliers à droite (RSV pour right singular vector) de la matrice de col-
lection des fréquences propres A(1:100)λ - Trou de diamètre 2mm
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FIGURE F.5 – Quatre premiers vecteurs singuliers à droite (RSV : right singular vector) de la matrice de collection
des déformées modales A(1:50)Φ - Trou 8mm
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F. RÉSULTATS EXPÉRIMENTAUX ISSUS DE LA SVD POUR LES DIFFÉRENTS ÉTATS
ENDOMMAGÉS DE LA POUTRE E-E
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FIGURE F.6 – Quatre premiers vecteurs singuliers à droite (RSV : right singular vector) de la matrice de collection
des déformées modales A(1:100)Φ - Trou 6mm
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FIGURE F.7 – Quatre premiers vecteurs singuliers à droite (RSV : right singular vector) de la matrice de collection
des déformées modales A(1:100)Φ - Trou 4mm
276
Titre : Quels capteurs de vibrations pour la surveillance de santé des structures mécaniques ?
Résumés : La thèse a pour objectif de définir les principes et les approches d’une mise en œuvre
pratique des capteurs de vibrations pour l’évaluation dynamique des structures, notamment la détec-
tion d’endommagements. L’idée générale est d’étudier les combinaisons instrumentation/méthode de
détection.
Ainsi, une étude numérique de sensibilité de différentes méthodes de détection et de localisation d’en-
dommagement utilisant les paramètres modaux (essentiellement fréquences propres et déformées mo-
dales) a été réalisée en fonction du type de capteur utilisé, du nombre de capteurs, de la sévérité du
défaut et de la dispersion des paramètres modaux. Le cas d’application choisi est celui d’une poutre
en aluminium bi-encastrée. Un panorama des capacités de chacune des méthodes pour l’évaluation
dynamique des ouvrages a ainsi pu être dressé.
Dans l’ensemble, l’application des méthodes de détection d’endommagement a fourni de meilleurs
résultats à partir de jauges de longue base de mesure. Une méthode développée au sein de l’équipe
Dynamique, appliquée numériquement et expérimentalement, a également permis de localiser un dé-
faut de masse et/ou de rigidité ainsi que de quantifier ces changements.
Mots clés : dynamique des structures, détection et localisation d’endommagements, analyse modale
expérimentale, capteurs extensométriques.
Title : Which vibration sensors for health monitoring of mechanical structures ?
Summary : The aim of the thesis is to define principles and approaches of a practical implementation
of vibration sensors for dynamic monitoring of structures, specially damage detection. The general
idea is to study the combinations instrumentation /detection method.
Thus, a numerical sensitivity study of different damage detection and localization methods using mo-
dal parameters (mainly natural frequencies and mode shapes) was performed according to the type
of sensor used, to the number of sensors, to the severity of the damage, and to dispersion of modal
parameters. The case-study is conducted on an aluminium clamped-clamped beam. A panorama of
the capacity of each method for dynamic assessment of structures has been presented.
Overall, long base strain gauges provide better results for damage detection methods. A method de-
veloped in the Dynamic group applied to numerical and experimental data, is able to locate mass and
/or flexural rigidity modifications and to quantify these perturbations.
Key words : structural dynamics, damage detection and localization, experimental modal analysis,
strain sensors.
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